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PROLOGO 


El presente manual está dirigido a los estudiantos de las faculta- 
des matemáticas y fisicomatemáticas de las Escuelas Normales 
Superiores para las especialidades «Matemática» y «Matemática y 
física» y, adomás, para la especialidad «Física y matemática». Está 
confeccionado en correspondencia con el programa en vigor «Prácti- 
cas de resolución de problemas». 

Al trabajar en las «Prácticas» tendíamos a que en ellas encontra- 
ran su reflejo los tipos fundamentales de problemas geométricos 
escolares. En el presente libro hay cerca de 1000 problemas, de 
diversa complejidad para la resolución individual. Junto con pro- 
blemas comparativamente sencillos, con carácter de entrenamiento, 
hay problemas cuya resolución requiere serias reflexiones y, en 
ocasiones, enfoque no estándar. Aunque no sea de todos, la resolución 
de una considerable parte de los problemas, ayudará al estudiante a 
la formación de tan importante cualidad profesional para el futuro 
profesor de matemáticas como el hábito de resolver problemas geo- 
métricos que correspondan a los requisitos de los programas de mate- 
máticas de las escuelas medias de enseñanza general y profesional, 

Los procedimientos y métodos para resolver problemas geométri- 
cos se analizan en diferentes partes del curso de geometría estudiado 
en las Escuelas Normales Superiores. No obstante, a los métodos 
tradicionales se presta insuficiente atención, por lo que uno de los 
objetivos planteados en el proceso de la creación de este manual era 
completar esos huecos. 

Señalemos que el libro que ofrecemos a la atención del lector no 
sólo es un compendio de problemas en su sentido habitual, sino, 
además, un libro de prácticas para resolver problomas. Esto ha 
hallado su reflejo on el contenido y en la estructura de nuestro libro, 

Cada apartado contione material teórico y ejemplos examinados 
con detalle. Con singular minuciosidad hemos elegido los problemas 
acompañados de las soluciones, tendiendo a que cada solución sea 
útil al estudianto, ante todo, desde el punto de vista metodológico, 
para que el conjunto de dichos ejemplos sea una aportación lo sufi- 
cientemente plena y entera en la preparación de los estudiantes de 
las Escuelas Normales Superiores delos problemas del método particu- 
lar de enseñanza de las matemáticas en la escuela. Al final de casi 
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todo apartado se aducen problemas para el trabajo individual. Ellos 
están agrupados según las partes y secciones de la geometría escolar 
y por el grado de crecimiento de la complejidad. Para la mayoría de 
los problemas, que se resuelven de forma individual, al final del 
libro se ofrecen las soluciones y, para parte de ellos, indicaciones para 
su resolución. 

El presente manual consta de dos capítulos. El primero está dedi- 
cado a resolver problemas de planimetría. En el $ 4, que en ciorto 
sentido es la introducción a todo el libro, tratan los métodos para 
resolyer problomas geométricos tradicionales, que con actividad se 
emplean en los siguientes apartados. Aquí se destacan los mótodos 
puramente geométricos, algebraicos y mixtos, así como sus casos 
particulares: el método del elemento de referencia (que contiene el 
método de las áreas) y el método de introducción de un parámetro 
auxiliar. Para que sea más cómodo trabajar, on ese mismo apartado 
se ofrece la lista de los teoremas de planimetría, necesarios para 
resolver los problemas. 

En los párrafos 2—4 se ha incluido una cantidad bastante grande 
de problemas estándares de dificultad media, ya que, como muestra 
la práctica, los problemas tradicionales de planimetría son uno de 
los puntos débiles'en la preparación de los estudiantes, futuros pro- 
fesores de matemáticas. 

El objetivo fundamental de los párrafos 5—6 es la formación en 
los futuros profesores los hábitos y conocimientos necesarios para 
resolver los problemas geométricos según el método de las transfor- 
maciones geómétricas y el método vectorial. Al mismo tiempo, hay 
que remarcar que dichos apartados, fundamentalmente, contienen 
problemas geométricos tradicionales, que se resuelven mediante los 
métodos indicados, pero no problemas especiales para las transtor- 
maciones y vectores, con lo que se tropieza, frecuentemente, en los 
compendios de problemas do geometría. Aquí no nos habíamos plan- 
teado el objetivo de mostrar la ventaja do los métodos indicados, lo 
primero es necesario enseñar al estudiante la aplicación de estos 
métodos. Como los problemas geométricos pueden ser resueltos por 
diversos métodos, en los párrafos 2—4, 5 y 6 so tropieza con proble- 
mas iguales o análogos. 

Dos párrafos (el $ 7 del capítulo 1 y el $ 16 del capítulo Il) están 
dedicados a problemas geométricos para la búsqueda de los valores 
mínimos y máximos. Por regla, so considera que de dichos problemas 
ha de ocuparse el curso do análisis matemático. Pero en ól, la funda- 
mental aplicación de esos problemas consiste en la domostración del 
papel aplicado del cálculo diferencial (es decir, se acentúa la resolu- 
ción do los problemas dentro del modelo matemático confeccionado 
y, en menor grado, para la propia composición del modelo y su 
interpretación). Incluyendo en el presente manual uno u otro proble- 
ma para determinar el valor máximo o mínimo, teníamos en cuenta 
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que cada uno de los problemas fuera, ante todo, interesante desde 
el punto de vista geométrico (es decir, que se acentuara la estructura- 
ción del modelo matemático y su interpretación). 

El segundo capítulo está dedicado a la resolución de problemas 
de estereometría, En él, en forma breve, se recuerdan los datos funda- 
mentales para la construcción de las representaciones de las figuras 
en la proyección paralela. Se trata de la determinación de la pleni- 
tud de la representación y su definición métrica. Se examinan las 
construcciones geométricas en el espacio y, con ello, se presta singu- 
lar atención a las construcciones en las representaciones. En este 
capítulo muchos problemas son nuevos confeccionados especialmente 
para el presente materia). Entre ellos, señalemos aquellos que están 
ligados con la determinación del ángulo entre rectas cruzadas, la 
distancia entre ellas, el ángulo entre la recta y el plano, el ángulo 
diedro y los problemas relacionados con la construcción de las seo- 
ciones. Según nuestra opinión, la resolución de estos problemas ha 
de favorecer al desarrollo en los estudiantes de las representaciones 
espaciales. 

Los autores 


Capitulo 1 
PLANIMETRÍA 


$ 1. SOBRE LOS MÉTODOS PARA RESOLVER 
PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 


Al resolver problemas geométricos, por regla, se emplean tres 
métodos fundamentales: geométrico (la afirmación requerida se 
deduce con ayuda de razonamientos lógicos de una serie de teoremas 
conocidos); algebraico (la demostración de la afirmación o bien el 
hallazgo de los valores que se determinan, se realiza con el cálculo 
directo, sobre la baso de diversas dependencias entre las magnitudes 
geométricas, con ayuda de la composición de ecuacionos o sistemas 
de éstas); mixto (en ciertas otapas la resolución so lleva a cabo por 
método geométrico, en otras, algebralco). 

Independientemente de la vía elegida para la resolución, el 
éxito de su utilización, como es natural, depende del conocimiento 
de los teoremas y el hábito de su aplicación. Recordemos la enuncia- 
ción de alguno de los teoremas que se emplean activamente en la 
resolución de los problemas. Más adelante, reiteradamente, nos 
vamos a referir a esos teoremas. 


I, Triángulos y cuadriláteros 


4. Teorema de la igualdad de los ángulos con lados perpendiculares 
entre sí: si ZABC y ¿DEF son ambos agudos o bien obtusos y 


Cc 








Fig. 1 


AB _L DE, BC _L EF (fig, 1), entonces ZABC = LDEF. 
2. Propiedades de la línea media del trapecio: 
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a) la línea media es paralela a las 
bases del trapecio; 

b) la línea media es igual a la semi- 
suma de las bases del trapecio; 

e) la línea media (y sólo ella) divide 
por la mitad cualquier segmento conte- 
nido entre las bases del trapecio (fig. 2). 

Estos teoremas son tambión válidos 
para la línea media del triángulo si 
consideramos que éste es un trapecio 
«degenerado», una de cuyas bases tiene 
una largura igual a cero. 

3. Teoremas sobre los puntos de inter- 
sección de las medianas, bisectrices, 
alturas del triángulo: 

a) las tres medianas del triángulo con= 
curren en un punto (llamado centro de 
gravedad o centroide del triángulo) y se 
dividen por ese punto en la razón 2: 1, 
contando desde el vértice; 

b) las tres bisectrices del triángulo 
concurren en un punto; 

e) las tres alturas del triángulo con- 
curren en un punto (llamado ortocentro 
.del triángulo). 

4. Propiedad de la mediana en un 
triángulo rectángulo: en un triángulo 
rectángulo la mediana trazada a la hi- 
potenusa es igual a su mitad, El teore- 
ma inverso es asimismo cierto: si en un 
triángulo una de las medianas es igual 
ala mitad del lado sobre el que está 
trazada, tal triángulo es rectángulo, 

5. Propiedad de la bisectriz del án- 
gulo interior de un triángulo: la bisec= 
triz del ángulo interno de un triángulo 
divido el lado en el que está trazada en 
partes proporcionales a los lados adya- 
contes: <=57 (fig. 3). 


6. Relaciones métricas en el trián- 
gulo rectángulo: si a y b son los cate- 








c tos, c, la hipotenusa, k, la altura, a yo, 


las proyecciones de los catetos sobre la 
hipotenusa (fig. 4), entonces: a) 1% = 
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=d'Db'; db) at =ca'; 0) bt=cb d) 4 bt= e) h =2. 
7. Teorema de los cosenos: al =b* + c* — 2bc cos A (fig. 5). 


8. Teorema de los senos: === ag =2R, donde R 
es el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

9. Dofinición del tipo de triángulo por sus lados: sean a, b, c 
los lados del triángulo, con la particularidad de que c es el lado 
mayor, ontoncos: 


a) sicr<a +b*, el triángulo es ocu- a 


tángulo; NS 
b) sic? =a? + 0%, el triángulo es rec- y A 
tángulo; 
e) si 0? >a" + 0%, el triángulo es obtu- 


sángulo, B 7 
10. 'Tooromás de Ceva: supongamos que Pig 7 
en el triángulo ABC, en los lados AB, BC, a 


AC se han tomado los puntos D, E, F, respec- 
tivamente. Con el fin de que las rectas A£, BF y CD concurvan 
en un punto (fig. 6) es necesario y suficiente que se verifique la 
igualdad 

AD BE CF y 

BD CE AE 

11. Relaciones métricas en el paralelogramo: la suma de los cua- 

drados de las diagonales del paralologramo es igual a la suma de los 
cuadrados de sus lados: d? + d] =2a4* ++ 20* (fig. 7). 


1, La circunferencia 


12. Propiedades de las tangentes a la circunferoncia; 
a) ol radio trazado al punto de tangencia es perpendicular a la 
tangente (fig. 8); 


E 
Fig. 8 Fig. 9 
b) dos tangentes trazadas a la circunferencia desde un mismo 


punto son iguales, y el centro de la circunferencio yace on la bisectriz 
del ángulo entre ellas (fig. 9). 
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13. Medida de los ángulos relacionados con la circunferencia: 

a) el ángulo central se mido con el arco sobre el que se apoya; 

b) el ángulo inscrito so mide con la mitad del arco sobre el que 
se apoya; 

e) el ángulo entre la tangente y la cuerda se mido con la mitad 
del arco entre ellas, 

44, Teoremas sobre las circunferencias y los triángulos: 





a) a todo triángulo es posible circunscribir una circunferencia; 
el centro de ésta es el punto en que concurren las perpendiculares 
trazadas a los lados por sus puntos medios; 

b) en todo triángulo es posible inscribir una circunferencia; el 
centro de ésta será el punto en que concurren las bisectrices. 

45. Teoremas sobre las circunforencias y los cuadriláteros: 


e E 
A 
me B D M A B 
Fig. 13 Fig 14 


a) con el fin de que a un cuadrilátero puedo ser circunsorita una 
circunferencia, os necesario y suficiente que la suma de los ángulos 
opuestos del cuadrilátero sea igual a 180” (« + P =180", fig. 40). 

b) con el fin de que en un cuadrilátero mode ser inscrita una 
circunferencia, es necesario y suficiente que las sumas de sus lados 
opuestos sean iguales (a + c =b -+ d, fig. 11). 

46. Relaciones métricas en la circunforon: 

a) si las cuerdas AB y CD se cortan en el punto M, AM-BM = 
=CM-DM (ig. 12) 
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b) si del punto M se trazan a la circunferencia dos secantes MA B 
y MCD, AM-BM =CM-DM (tig. 13); 

o) si del punto M se trazan la secante MAB y la tangento MC, 
AM-BM =CM? (ig. 14). 


TIL. Áreas de las figuras planas 


17. La razón entre las ároas de figuras somojantes es igual al 
cuadrado de la razón de semejanza. 

18. Si en dos triángulos son iguales las bases, sus áreas so relacio- 
nan como las alturas; sí en dos triángulos son iguales las alturas 
sus áreas se relacionan como las bases. 


19. Fórmulas para calcular el área de un triángulo: a) S= 


13 bo Cc ba -b. 
= 3d) Ss = 15% 0) Ses dl) S= pr, dondo pe; 


R es el “radio de la circunferencia circunscrita; r, el radio de la 


circunferencia inscrita; e) S= Y p(p=a)(p—D(p—C) (fórmula de 
Herón). 


BA LEÍ 


20. Fórmulas para calcular el área de un cuadrilátero convexo 
(ig. 15): 2) $ =Sano + Saco Sano + Snco =Saon + 
+ Soc + Scoo + Saow D) S =3AC-BD-s0na; e) $ =pr 


(si on el cuadrilátero se puede inscribir una circunferencia y r es su 
radio). 
24. Fórmulas para calcular ol ároa de un paralelogramo (fig. 16): 


2) S =ahj b) S =absonC; c) S = $ did, sena. 
22. Fórmula del área del trapecio (fig. 47): 95 = “5%. 


23. Fórmula del área do un sector circular (fig. 48): 5 =-F Ra 


(a es la medida en radianes del ángulo central). 
24. Fórmula del área de un segmento circular (fig. 19): S = 


1 
= 7 (a — sen a). 
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Con frecuencia, al resolver problemas geométricos, es preciso 
establecer la igualdad de dos segmentos (o ángulos). Indiquemos las 
tres vías fundamentales de la demostración geométrica de la igualdad 
de dos segmentos: 


a 
Fig. 17 Fig. 18 





1) dichos segmentos se consideran como los lados de dos triángu- 
los y se demuestra que éstos son iguales; 

2) dichos segmontos se consideran como lados de un triángulo y 
se demuestra que éste es isósceles, 

3) el segmento a se sustituye por el a', igual a él, mientras que 
el segmento b por el b', jgual a él y se demuestra la igualdad de los 
segmentos a' y b'. 














Fig. 20 Fig. 21 


Al resolver problemas geométricos con frecuencia es preciso rea- 
lizar construcciones auxiliares, Indiquemos algunas de ellas: trazado 
de una recta paralela o perpendicular a una de las que hay en la 
figura; duplicación de la mediana do un triángulo, como resultado 
de lo que el triángulo se transforma en paralelogramo; trazado de 
una circunferencia auxiliar; trazado de radios al punto de tangencia 
de una circunferencia y una recta o de dos circunferencias, etc. 

puso 1. Dosrectas perpendiculares entre sí cruzan los lados AB, 
BC, CD y AD del cuadrado ÁBCD en los puntos E, F, K, L, respecti- 
vamente. Domostremos que EX = PL (tig. 20). 
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soLucION. Haciendo uso de la primera de las vías indicadas para 
la demostración de la igualdad de dos segmentos, tracemos FM || CD 
y KP1| 4D, entonces, los segmentos que nos interesan EX y FL 
se convertirán en los lados de dos triángulos rectángulos EKP y 
FLM (fig. 24) y, por consiguiente, es suficiente demostrar la igualdad 
de dichos triángulos. 

Tenemos: PK = FM (como alturas de un cuadrado), LZLFM= 
=ZEKP (como los ángulos de lados perpendiculares entre sí, 
teorema 1). Esto significa, que AEKP «== AFLM (según el cateto 
y ángulo agudo). De la igualdad do los triángulos rectángulos se 
desprende la igualdad de sus hipotenusas, o sea, de los segmentos 
E. FL. 

A triángulo son iguales a a, b, c. Caleu 
lemos la mediana m¿ trazada hacia el lado c, 

soLucióN. Dupliquemos la mediana hasta convertir el triángulo 
en el paralelogramo ACBP (fig. 22) y apliquemos a éste el teorema 11. 


A DD e 
Fig. 22 Fig. 23 





Obtendremos: CP? + AB? =2AC* + 2BC?, o sea, (2m,)? + c? = 
=20* + 2a*, de donde hallamos: m¿ = VETE. 


EJEMPLO 3. Demostremos que el ortocentro de un triángulo ocu- 
tángulo coincide con el centro de la circunferencia inscrita en el 
triángulo formado por las bases de las alturas. 

SOLUCION. Como centro de la circunferencia inscrita en el triángulo 
os el punto en el que se cortan las bisectrices (teorema 14b), el proble- 
ma se reduce a demostrar que DH, EH, KH son las bisectrices del 
triángulo DEK (fig. 23). Para ello, es suficiente demostrar que 
LEDH = LHDK. ó 

Examinemos el cuadrilátero DH KC. Tenemos: ZHDC «90%, 
ZHKC =90", es decir, LHDC + ZHKC =180", por lo que en 
torno al cuadrilátero DHXC es posiblo circunscribir una circunfe- 
rencia (teorema 45a). 

Al circunscribir dicha circunferencia (fig. 24) advertimos que 
los ángulos HDK y HCK son iguales por estar inscritos y porque 
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se apoyan en un mismo arco 17. Por analogía, al circunseribir una 
circunferencia al cuadrilátero AZHD llegamos a la conclusión de 
que ZEAH =ZEDH. 

Así, pues, ZEAH =ZEDH, £HDK =Z.HCK. Pero los 
ángulos EAH y HCK son iguales como los ángulos con lados per- 
pendiculares (teorema 1), por lo que, 
ZEDH =LHDK, que es lo que quería- 

K mos demostrar. 

Para la composición de ecuaciones en 
los problemas geométricos se hace uso del 
teorema de Pitágoras, las relaciones métri- 
cas en el triángulo rectángulo (teorema 6), 

/c las dependoncias entro los lados y ángulos 
del triángulo rectángulo, la proporcionali- 
dad do los lados, alturas y porímotros de 

Pig. 24 los triángulos semejantes, el teoroma acerca 

de la bisectriz del triángulo (tcoroma 5), 

relaciones métricas en el paralelogramo (teorema 11) y la circun- 

ferencia (teorema 16), el teorema de los senos (teorema 8), el teo- 

rema de los cosenos (teorema 7), diversas fórmulas para caleular 
las áreas. 

El método fundamental de composición de ecuaciones en el 

problema geométrico es el del elemento de referencia, que consiste 

en lo siguiente: un mismo elemento se expresa (mediante magnitudos 


B 


€ G 

b Y S 

AH B E CI 
Pig. 25 Fig. 26 


conocidas y desconocidas) con ayuda de dos procedimientos diforon- 
tes y las expresiones obtenidas se igualan entre sí. Si en calidad de 
elemento do referencia se emplea el área, también se dice que el 
problema se ha resuelto según el método de las áreas, 

EJEMPLO 4. Los lados de un triángulo son iguales a a, b y c. 
Calculemos la altura ,, trazada al lado c, 

SOLUCIÓN. 1 procedimiento. 

La altura h¿ es el cateto común de dos triángulos rectángulos 
ACH y CHB (tig. 25). Empleando el teorema de Pitágoras exprese- 
mos CH? del AACH y del ACHB (CH es el elemento de referencia). 

Hagamos AH =x, entonces BH =c— zx, Si el AACB fuera 
obtusángulo, tendríamos BH =c + z (tig. 26). Aquí, vamos a limi- 
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tarnos al caso mostrado en la fig. 25. 

Del AACH hallamos: CH? =b* — 2*, del ABCH hallamos: 
CM (0-2 

De la ecuación bai =a— (e —2), obtenemos: 2 = 
E Cd a 


2 
Del AACH, hallamos: 
ETA 
cu=y/ 9 (EE 25) = 


A 
EVORA A 


E A E O IE 
Le 

















Así, pues, 


no VERE A, 
y Ze 





11 procedimiento. Hagamos uso del método de las áreas. Por 
un lado, el área del triángulo ABC es igual a Y p(9—0)(p—0)(P—0) 
y, por otro, es igual a--ch,. Igualando estas expresiones, obtono- 

/ mos: 








A TEDIEDA EL) 
hijas AV ETE DIC 


Poniendo en lugar de p su expresión por los lados pts, 


obtenemos; 


ho YETDTO (AIN 
o +73 E 





EJEMPLO 5. Los lados de un triángulo son a, b y c. Hallar la 
bisectriz 1, trazada hacia el lado c. 

SOLUCIÓN. | procedimiento (algebraico). Sea CD la bisectriz del 
AABC (fig. 27). Plan para Ja resolución: hallomos la longitud de 
los segmentos AD y BD y, a continuación, empleando para los 
triángulos ACD y BCD el teorema de los cosenos (con ello, teniendo 
en cuenta que ZACD = ZDCB), hallamos la bisoctriz 1, =CD. 
20200 
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Hagamos AD =x, BD =y. Entonces, z + y =c y según la 
propiedad de la bisectriz (teorema 5) F =2. Dol sistoma do 
ecuaciones 





tq yc, 
z y de ac 
F=5 Mllamos: 2=- fp, Y= Ep 


Aplicando al AADC el teorema de los cosemos (teorema 7), 


e obtenemos 
Y =b + — 2blcost (1 
(aquí, para mayor brevedad, hemos he- 

cho l,=l y ZACD =ZDCB =1), 
Aplicando al ABDC ol teorema de los 

b7 mi cosenos, obtenemos: 
y =4 + 2 — 2al cost. (2) 
Fig. 27 


Multipliquemos ambos miembros de la 
igualdad (1) por a y ambos miembros de 
la igualdad (2) por (—b) y sumemos las igualdades obtenidas como 
resultado de las multiplicaciones: ax? — by? =ab* — a%b + ab — 
—bi2, de donde hallamos: 





==, (2040 + ab. (8) 

Pongamos en. la igualdad (3) los valores de z e y hallados 
más arribo, Obtonomos;: ML (Hito 4 )+ ab 
] e (A a 


e y _ab(adboh la doc) 
=0b (1) = Ta 7-0) : 


DUTTTDERTA 
Así, pues, dq Y CESRRGICES CN 


11 procedimiento. Además de la magnitud incógnita que buscamos 
1, introduzcamos otra magnitud incógnita auxiliar: hagamos zx = 
= LACD =LDCB y hagamos uso del método de las ároas. Tene- 


mos: Sayo =Saco + Snco. Por un lado, Sanc =7 ab senda. 


Por otro, ya que Saco =+blsonz, Saco = 5 alson 2, Sano = 
= Falsena + bl sen . 


1 _Lla+b)senz — Labcosa 
Es decir, F-absen2a == CEREDE, de donde 1 
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Para hallar cos x empleemos el teorema de los cosenos respecto 
del triángulo ABC para el lado AB. Obtenemos: ¿=4%4b— 








7 

—2abcos2x, de dondo hallamos: cos20= EE". Iitonces, 
e TEoos23_. / 1 PEPA CEI 

cosa y/ E Y 7 (M4 20D IV ab 





Como resultado, obtenemos: 


Zabcosz_ 2b 4 CIEN 
Ar re +V ab == 


YB TIFF 
A 








Durante Ja confección do las ecuaciones, al resolver el probloma 
geométrico, hay que tener en cuenta que, con frecuencia, el éxito 
dela resolución depende de la introducción y 
ventajosa de las variables. Aclaremos este 
pensamiento en el siguiente ejemplo. > 

EJEMPLO 6. Enun triángulo rectángulo 
la hipotenusa es igual ac y la biscctriz de 
yá 





uno de los ángulos agudos es igual a 

Hallemos los catetos (fig. 28). 
soLucióN. J procedimiento. Hagamos 

AC=z, BC=y, CD=2. Entonces, de acuer- 





do con el teorema de Pitágoras, 24 y9=0? y dj = 


Además, según el teorema de la bisectriz (teorema 5), lenemos 
AC _ CD a E 
FED OS oir 
Como resultado, obtenemos un sistema de tres ecuaciones con 
eya, 
PON 
3 


E z 





tres: variables: ' cuya resolución está ligada a consi- 





e -s"* 
derables complicaciones algebraicas. 
II procedimiento, Supongamos que ZCAD =Z.BAD =x. Em- 
pleando el segmento AC como elemento de referencia, compongamos 
la ecuación. Del triángulo ABC, hallamos: AC =ccos 22; del 


triángulo. ACD, tenemos: AC =-Té coso. Igualando estas 


expresiones, obtenemos la ecuación trigonométrica e cos 22 = 


Y3 
=E cos z. 
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Resolvemos esa ecuación: 1/3 cos 27 = cos x, V3 (2 cos? 2-1) = 
=0os 2, 2 /F cost zx — cos z — YT =0, de donde cosx =YE 


2 
o bien cosa =— YA, 


Pero, como por el sentido del problema cos z >0, obtenemos: 
cos x= YA Esto significa que el ángulo BAD es igual a 30 y 


eV3 
z 





BAC, a 60”. Como resultado, obtenemos: AC =z, BC = 


Si en el problema es preciso hallar la razón entre ciertas magnitu- 

des (larguras o áreas), en particular, si es preciso calcular algún 

ángulo (lo que, por regla, se reduce a la 

c búsqueda de cierta función trigonométrica 

del ángulo y, por consiguiente, la razón de 

los Jados de un triángulo rectángulo), co- 

rrientemente se opera del modo siguiente: 

se considera que uno de los elementos lino- 

A ROM E ales es conocido, con él se expresan las 

Fe, 45 magnitudes nocesarias y, a continuación, 

á se confeccionan sus razones, El elemen- 

to lineal introducido lleva el nombre de 

parámetro auxiliar y semejante método de resolución de los pro- 

blemas geométricos, método de introducción de parámetros auziliares. 

Es aplicable a los problemas donde la figura geométrica está definida 
con precisión hasta la semejanza. 

EJEMPLO 7. En el triángulo rectángulo ABC, desde el vértice del 

ángulo recto se han trazado una altura y mediana. El ángulo «a entre 


ellas es igual a arccos 47 . Mallemos la razón entre los catetos 


(e. 20). 

SOLUCION. Ánte todo, es de advertir que, de acuerdo con el planto- 
amiento, cos a =%7, es decir, Sy = 47 . Resolvamos el problema 
sogín el método de introducción de wn, parámotro auxiliar, 


Hogamos CK=h. Entonces, CM=;ph, KM=VTMCK= 


=-)y li. Como en el triángulo rectángulo la mediana os igual a 
la mitad do la hipotenusa (teorema 4), AM=CM-== MB». 
Entonces, AX=4M—KM=5h—=ih=%h, KB=KM+BM= 

974 5 a 
== h, AC VAR y/ En y 8 
BC=Y BKFCK 








a1, 
Dim — Ay zi. 40 HAYA AY 
=Y Erro ya 
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EJEMPLO 8. En el triángulo isósceles ABC el ángulo C en el vértice 
os igual a 100”. Se han trazado dos rayos: uno que comienza en el 
punto A bajo un ángulo de 30” con relación al rayo AB y, el segundo, 
que comienza en el punto B bajo 
un ángulo de 20” respecto del BA. 
Estos rayos concurren en el punto 
M perteneciente al triángulo ABC. 
Hallemos los ángulos ACM y 
BCM. 

SOLUCION. Unamos los puntos 
M y C y designemos el ángulo 
ACM con z. Del punto M trace-a 
mos perpendiculares a los lados del 
triángulo: MC, LAB, MB, LAC, Fig, 80 
MA, LBC (fig. 30). Introduz- 
camos un parámetro auxiliar, p.ej. CM =a y calculamos MC, 
con' dos procedimientos, es decir, empleamos MC, como elemento 
de referencia. 

Del triángulo CMB,, hallamos: MB, == MC sen x =a sen z. Como 
ZACB=100" y, de acuordo con el planteamiento, el triángulo 
ABC es isósceles, ¿CAB=Z ABC=40" y, por consiguiente, 


ZCAM=10". Del triángulo AMB,, hallamos: AM= 





L= 
en 0 


= 2502. Por fin, del A AMC, tenemos: MC,= AM son 30*= 
asen a 
Zen 10 * 


Analicemos el triángulo CMA,. En él, ZMCA; =100" — 
De modo que MA, =CM sen (100 — 2) = a sen (100” — 2). 

Como 4MBC =40” — 20” = 20", los triángulos BMC, y BMA, 
son iguales y, por consiguiente, MC, = MA, =a sen (100 — 2). 

Igualando 'las expresiones halladas para MC,, obtenemos la 
ecuación — trigonométrica ¿uz5r =a sen (100? — 2). 

De esta ecuación hallamos consecutivamente: sen == 
= 2 sen (100% — 2). son 10”, sen x = cos (90 — 2) —cos (110” — 2), 
cos (110 — 2) =0, z =20" 
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EJEMPLO 1. Las bases de un trapecio son a y b. Hallemos la Jargura 
del segmento que une el punto medio de las diagonales (fig. 34). 

SOLUCIÓN, Como P es el punto medio de la diagonal AC y K, 
el punto medio de la diagonal BD, los puntos P y K yacen en la 
línea media EF del trapecio (teorema 2). Como EK es la línea 


22 Capitulo [. Plantmetría 





modia del triángulo ABD, EK = 5; ya que EP os la línea media 
del triángulo ABC, EP =-+. Como resultado, obtenemos: PK = 


=EK — EL 3” 
EJENPLO 2, Conociendo las medianas ma, my y mo del triángulo 
ABC, hallemos el lado AC = b, 
soLución. Según la propiedad do las medianas en ol triángulo 
(teorema 3a), ellas concurren en un mismo punto M y en él se divi- 








B 


A D e 





Fig. 31 Fig. 92 


den con una razón 2: 1, contando desdo ol vértico (£ 
ello, en el AAMC conocemos dos lados: AM == Mo, MC = 





=hme y la mediana MD = Emo. 


Consideremos el A AMC. Duplicando su mediana MD, converti- 
mos el triángulo en el paralelogramo AMCP (fig. 33). Emtonces, 


de acuerdo con ol teoroma 11ACI4 MP?=24M?+42MC?, os 
decir, Pto 2d ma 2 mi, de donde hallamos: b= 
=y mí + 2mi—mib. 


EsemPLO 9. En los lados AB y BC del triángulo ABC, fuera de 
él, se han construido los cuadrados ABDE y BCKM. Demostremos 
que el segmento DM es dos veces mayor 


M que la mediana BP del triángulo ABC 
a (ig. 34). 
A a SOLUCIÓN. Como hay que demostrar que 


DM =2BP, es conveniente duplicar la 
mediana BP y convertir el AABC en ol 
> paralologramo  ABCT' y, a continuación, 

demostrar que DM =BT. Para demos- 

trar que los segmentos DM y BT son 

iguales, hay que examinar éstos como los 
lados de dos triángulos y demostrar la igualdad de éstos. En co- 
rrespondencia con el plan que mos hemos planteado, resolvemos 
el problema. 


Fig. 38 
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Dupliquemos la mediana BP convirtiendo el AABC en el para- 
lelogramo ABCT (fig. 35). 

Éxaminemos los triángulos DMB y BCT, Tenemos: BM =BC 
como los lados del cuadrado BMXC; DB =CT (con mayor detalle: 
DB = AB como los lados de un cuadrado y AB_= CT como los lados 
opuestos de un paralelogramo, es decir, DB =CT); ZDBM = 
= Z.BCT (como ángulos con lados perpendiculares entre sí). Esto 


» ar 
o ” 
7 di o 
HR 76 
E MN 
o NI 
NY 
E 7 
Fig. 34 Fig. 35 


significa que el ADBM = ABCT (por los dos lados y el ángulo 
entre ellos) y, por lo tanto, DM _= BT. 

Como BT =2BP, de DM = BT se desprende que DM =2BP. 

EsEmPLO 4. La altura trazada ala hipotenusa de un triángulo 
rectángulo la divide en partes: 9 y 16 om. Del vértice del ángulo 
agudo mayor del triángulo se ha trazado una recta quo pasa por el 
punto medio de la altura, Hallomos la largura dol segmento de dicha 
recta en el intorior del triángulo rectángulo dado (fig. 36). 


soLucion. Tenemos: C/I2= AH -BIT (teorema Ga), por ello, 





CH2=9:46, es decir, CH=12 cm, Del A ADH hallamos: AD= 
=y PTE Tá om. Tracemos HM| AK y hogamos DK=x. 





Como DK es la línea media del A ICM, HM=2zx, De la somejanza 
do los triángulos 11MB y AKB llegamos a la conclusión de quo 


, de donde 2= 21 y ax 


Así, puos, Ak = ¿YB 


EJEMPLO 5. En un triángulo con los lados de 10, 17 y 21 cm está 
inscrito un rectángulo de modo que dos de sus vértices se encuentran 
en un lado del triángulo y los otros dos, en los otros dos lados del 
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triángulo. Hallemos los lados del rectángulo si sabemos que su perí- 
metro es igual a 22,5 cm. 

SOLUCION. Ante todo determinamos el tipo del triángulo. Tenemos: 
10% =100; 17* =289, 24? =441, Como 21? > 10? + 172, el trián- 
gulo es obtusángulo (teorema 9) y, por lo tanto, es posible inscribir 
el rectángulo sólo por un procedimiento: situando dos vértices en 
el lado mayor (fig. 37). 








Fig. 36 Fig. 37 


Hallemos la altura 8/1 del triángulo ABC, Aplicando el método 
que empleamos en el ejemplo 4 del $ 4 (o bien haciendo uso de la 
fórmula obtenida en dicho ejemplo), hallamos: BH =8 cm. 

Hagamos ED =x. Entonces, EF = 11,25 — z (ya que el perí- 
metro del rectángulo DEFK os igual a 22,5 cm), BP =8 —z. 


mm y in EF 
Los triángulos BEF y ABC son somejantes, es decit, 4a= pr 


(en los triángulos semejantes la razón entre las correspondientes 
B alturas es igual a la razón de semejanza), 
o sea, AR, de donde hallamos: 
D x=6, 
Así, pues, los lados del rectángulo son 
e 6 y 5,25 om. 

EJEMPLO 6, En el triángulo ABC se co- 
noce que el ángulo A es dos veces mayor 
A C que el ángulo C, el lado BC os 2 cm mayor 
Fig. 38 que el lado AB, en tanto que AC =5cm, 

Hallemos AB y BC. 

SOLUCION. J procedimiento. Tracemos la bisectriz AD del ángulo A. 
Entonces, obtenemos que ZBAD =ZDAC =ZACB (fig. 38). 

En el AADC los ángulos en la base son iguales, es decir, este 
triángulo es isóscel D =DC. Hagamos AB =x, AD =DC = 
=y. Entonces BC =x +2, BD =1+2—=y. 

Log triángulos ABD y ABC son semejantes, ya que Z BAD= 
=L¿BCA y LB es común para dichos triángulos. De la semo- 
janza do los triángulos, llegamos a la conclusión que L= 2542, 

a _ 24 y Y 
TE 





- 











os decir, 
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Para hallar x e y se ha obtenido un sistema de dos ecuaciones 


La y 
sables: 4 FF2 5” de donde [ 5224424, 
con dos variables: $ 79 y y 5a+40—5y= xy. 


Sustrayendo Ja segunda ecuación de la primera, obtenemos: 
5y—10=2y o y=*P. Esto significa que + 

Así, pues, AB=4 cm, BC==6 cm. 

IT procedimiento. Hagamos ZC entonces ZA=21, 
Z.B=180*—3t, Hagamos, asimismo, AB =z, entonces BC =x +2. 


Según el teorema do los senos (tvorema 8), tenemos: ¿T 





3 =+ osea, a=4, 











5 
SETS 


Hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones con «los variables 





2 +2 
senil > S 
zyt ( (aquí hemos hecho uso de que sen (180 — 


Gar 
—-31) == sen 31). 
Resolvamos este sistema. De la segunda ecuación obtenemos: 
Bsent__ sent 5 





sen dí 





De la primera ecuación del 





sen 3e 3sen t-— 4 sen*t —d gente” 
sistema hallamos: 212 = M2. os decir, 142 = 2c05f.  Ponien- 
do en lugar de z su oxpresión con £, hallada más arriba, obtone- 


mos: 1+ =2c0st. Hagamos en esta ecuación trigono- 


0—8(1—2” 
Y 


6—8sen?£ 
A 





2. 





métrica _cost=2. Obtendremos: 4+ 222, de dondo 


a=h, 2=-4, es deoir, cost=-L o bion cost=-5. 





Si cost=P-, do 14220051, hallamos: 2 =4. 

Si cost=L-, de 14220051, hallamos: 142 lo que 
no puede ser. 

Así, pues, AB =4 cm, BC =6 cm. 

onservacion. La relación cos £ = $ quiere decir que £ = 00”, entoncos en 





el triángulo ABC obtenemos que ZC 


; 60%, LA = 120%, lo que no puede tener 
jugar. 
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prenrio 7. K es el punto medio «del lado AD del rectángulo 
ABCD. Hallemos el ángulo entre BX y la diagonal AC si sabemos que 


AD: AB =V2. 


B e 

SOLUCION. Empleemos el método del 
a ñ del $ 1). Hagamos AB =a4 y, enton- 
A K D 





ces, AD =a Y/ 2, He aquí el plan para 

resolver el problema: expresemos con a 

todos los lados del triángulo AMK 

Fig. 39 (fig. 39) y apliquemos el teorema de los 

cosenos para el lado 4XK. Esto nos per- 

mite calcular el coseno del ángulo AMX que buscamos; designé- 
moslo con z. 


Los segmentos AO y BK son las medianas del triángulo ABD. 
De modo que MK =-5- BK, AM==F AO (tooroma 3a). Tenemos: 


1 AV AEARE A yaya (1 
Mk => 0k=L y RTS Y e y? E, 





AM A0= F4C= 4 y IDH TL Vía y 
_av3 
=- A, 
En el triángulo AMK, tenemos: AX= 22, s 





mMx=-=YÉ. Sogún el teorema do los cosonos (teorema 7) 


AK?=AM?+ MK*—2A4M -MK:-008 2, 0s decir, (18) - 6 






V6: V3 ( a mm 
+ A cos, a continuación, =P 4 






cosx, de donde hallamos: cosz==0 y, por consiguiente, 


Así, pues, el ángulo entro BX y AC es recto. 

esempLo s. Demostremos que en todo triángulo 4BC la distancia 
desde el ortocentro hasta el vértice 12 es dos veces mayor que la 
distancia desde el contro de la circunferencia cireunscrita al triángulo 
hasta ol lado AC, 

SOLUCION, Sea ABC un triángulo ocutángulo, ol punto /4 el orto- 
centro, el punto O, el centro de la circunferencia circunscrita, los 
segmentos BD y AP, las alturas, K y L, los puntos medios de los 
lados, OX y OL, perpendiculares a los lados (fig. 40). 
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Los triángulos ABH y KOL son semejantes (BI OK, AHY OL, 


ABI LK), o 0 =P El segmento LK es la línea media 


del A ABC y, por consiguiente, L%- 2. Poro, entonces, E =2, 
que es lo que queríamos demostrar. 





Fig. 40 Fig. 41 


Sea ABC un triángulo obtusángulo no isósceles, con la particulari- 
sas e se han conservado las designaciones del caso anterior 
ig. 44). 
De la semejanza de los triángulos ABH y KOL se desprendo 
que $e =2=2, de forma que, BH=20K. 


En las figs. 40 y 41 la línea de Eulor está representada como OH 


(véase el ejercicio 54). B 
EsembLo 9. Por el centroido de 

un triángulo regular, en el plano 

de éste, se ha trazado una recta. 

Demostremos que la suma de los 


E 
cuadrados de las distancias desde 
los vértices del triángulo hasta p 
dicha recta no dependo de su elec= __<«Z 
ción, MA ol F 1 
SOLUCION. Sea que la recta a Fig. 42 

la que nos referimos forma con la 

baso AC del triángulo ABC el ángulo « (fig. 42). Hagamos AO = 
=BO =CO «a, expresemos las perpendiculares a dicha recta 
AD, BK y CE con a y a y, seguidamente, demostremos que la expre- 
sión AD" Y BK* + CE* es constante con toda a. 
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LOAC =30*, por lo que ZMAO =150” y, entonces, ZDOA = 

= 180" — (u + 450) =30” — a, Del ADOA, hallamos: AD 
y =04 sen ZAOD —a sen (30 — 0). 
LBOK =.MOP =90 —a (del AMOP). 
Del ABOK, hallamos: BK=B0x 
Xx senz.BOK =a son (90% — a) =4 c05 











7 q ZPOB —90' + au (como externo 
para el AMOP). ZPOC ==60", entonces, 

ZCOR = LPOE — LPOC = (00 + 

A H Cc +a)—60 =30 + a. Del ACOE, 
Fig. 48 hallamos: CE =COsen LCOE =4x 


x sen(30” + 2). 
Tenemos: AD? 4 BK2 4 CE? = a? son? (30% — au) + Zeta + 


+ a% sent (30% + a) =a? (Ego cost Io) 
can (1 500420) peon (00042 4 post) == 02 1—cos 60* cos Za + 











qeda) as (1h 009204 + cos 2) =$ a. 


Así, pues, con toda a tenemos: AD* + BR?4CE=ha%, 


piempLo 10. Hallemos la dependencia entre los lados a, b y £ 
del triángulo ABC si sabemos que la mediana 4M, la altura BH 
y la bisectriz CD se cortan en un mismo punto (fig. 43). 
AO Según el teorema de Ceva (teorema 10), qn 
A a 
A, Como AM es la mediena, BM=CM y Er 4. 
Como CD es la bisectriz, o =2 (teorema 5). Como resultado, 
E b CH CO: A 
la rolación dada toma la forma: --7=1, es decir, ¿q ==p+ 


Hagamos CH +=at, AH =bt, Entonces, por un lado at--bt=b, 
; por otro, empleando BH como elemento de re- 








O 50, tp 

feroncia, del A ABH obtenomos: BH?=c—b? y del A BHC: 

BH 0%—ate, Así, pues, — BR a?—a?P, de dondo P= GF. 

Poniendo en la última igualdad en lugar de ¿su valor ¿= 

= + obtenemos la dopendencia buscada entre los lados a, 
A 





pr a—e 4 da 
Dye ER es decir, 
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PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


L Triángulo rectángulo 


1, Demostrar qua en un triángulo rectángulo, la bisectriz del ángulo recto 
divido por la mitad el ángulo entre la modiana y la altura trazadas desde eso 
mismo vértice. 

2. La mediana trazada hacia la dino recu de un triángulo rectángulo divide 
el ángulo recto en la razón 1 : 2 y ee igual a mm. Hallen los lados dol triángulo. 

3. Un punto tomado en la hipotenusa de un triángulo rectángulo y situado 
a una misma distancia de sus catetos, divide la hipotenusa en segmentos de 30 
y 40 cm. Hallen los catotos, 

4. Hallen la hipotonusa do los ángulos agudos do un triángulo rectángulo 
con catolos de 18 y 24 cm. 

5. Halen la bisectriz del ángulo rocto de un triángulo rectángulo con catotos 


ayb. 

6. Dol vértico del ángulo recto de un triángulo rectángulo se ha trazado la 
biscctriz que divido la hipotonusa en los segmentos m y n. Hallen la altura 
trazada a la hipotenusa. 

7. En un triángulo rectángulo las medianas trazadas a los catotos son igua- 
les a VB2:y Y/73 cm, Hallon la hipotonusa. 

8. El porímotro de un triángulo rectángulo es igual a 60 em y la altura tra- 
zada a la Mipotenusa, igual a 12 cm. Hallen los lados del triángulo. 

9. En el triángulo rectángulo ABC, desdo el vértico C dol ángulo resto, se 
aa ado la bisectriz CK y la mediana CM. Hallemos los catetos si CM = m 
y =n. 

10. En un triángulo rectángulo hay que hallar el ángulo entre la mediana 
y la bisectriz trazadas desdo el vértico del ángulo agudo, igual a a. 

11. En el triángulo rectángulo ABC se han trazado las bisectrices de los 
ángulos agudos AD y 8 K. Hallen los ángulos del triángulo sl sabomos que 48? = 

12. Demuestren que si la altura y la mediana trazadas desde uno de los 
vértices de un triángulo isóscoles yacen dentro de éste y forman con sus lados 
latorales ángulos iguales, dicho triángulo os rectángulo. 








HL. Triángulo isósceles 


13. Demuestren que si en un triángulo la razón de las tangentes do dos ángu- 
los es igual a la razón de los cuadrados de los senos de estos ángulos, ol triángulo 
es isóscoles o rectángulo. 

14. Demuestren que si en un triángulo se verifican Jas relaciones 

a b 
cos Á cos B * 

15, La baso de un triángulo isósceles os Are ad VZ cm, la mediana tra- 
zada al lado lateral es igual a 5 cm. Hallen el lado lateral. 

16. El Jado latoral de un triángulo isóscoles es igual a 4 cm, la mediana 
trazada al lado lateral es igual a 3 cm, Hallen la base del triángulo. 

17. La baso do un triángulo isóscoles os igual a 12 cm, mientras que ol 
lado lateral, a 18 em, A los lados laterales so han trazado alturas, Calcular la 
largura del 'segmento cuyos extremos son las bases de las alturas. 

18. La base de un triángulo isóscelos os igual a 12 em y el lado lateral, 
a 18 om. A los lados laterales so han trazado biscctrices, Calculen la largura de 
sogmonto cuyos extromos son las bases do las bisectrices, 

19. La suma de dos alturas diferentes de un triángulo isóscoles os igual a 1, 
el ángulo en el vértice, a. Hallen el lado lateral. 


éste es isósceles. 
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20. En la altura B/1 del triángulo isóscelos ABC (AB = BC) se ha tomado 
el punto de modo que los ángulos AMB, DMC y AMC son iguales. ¿En qué 
rozón, contando desde el vértice, el punto M divido la altura si el ángulo junto 
a la baso del triángulo es igual a az 

21. El ángulo junto,a la base de un triángulo isósceles es igual u c, Hallen 
la razón entro la baso y la mediana trazada al lado lateral. 

22. HMallen los ángulos de un triángulo isósceles si sabemos que el orto= 
centro divide por la mitad la altura trazada a la buso do la figura, 

23. Las rectas l,, l. y l, son paralelas, con la particularidad de quo |, 
ace entro 2, y la y está distanciada de ellas a p y q. respectivamente, Hallen el 
lado de un triángulo regular cuyos vértices yacen en las rectas dadas (uno en 

cada una de ellas). 

24, En cl triángulo isóscelos ABC (AB = BC) en ol lado AB so ha tomado 
el punto D y on el BC, el punto E, de modo que BD=CE. Demvestren que 
un conjunto de los puntos medios de todos los segmentos DE coincide con 
la línea media del triángulo ABC, 

25. En un triángulo isósceles el ángulo on el vértice es igual a 30? y la base 
a a. Hallen los lados Juterales de) triángulo, 

25; En ol triámgulo isósclos ABC (48 <= AC). en el ludo BC se ha tomado 
el punio D de forma que BD: DC =1:4, Halen BM : ME, dondo BE os 
Ja altura del triángulo y A, ol punto de intersocción de 32 y AD. 

27. La base de un iriángulo isóscoles es igual a a, el ángulo en el vértice, 
a 20, Mallen Ja largura do la bigcctriz trazada al lado Intezal. 

28. Por ol vértico de un triángulo regular so ha trazado un rayo quo divide 
la Dase como 2 : 4. ¿Qué ángulos forma este rayo con los lados Joterals del tri- 
ángulo: 


29. El ángulo en la base de un triángulo isóscoles es igual a arctg. Malleu 





el ángulo entre la mediana y la biscctriz trazadas al lado Jateral. 
. Hallen el ángulo en el vértice del triángulo isósceles si la mediana, 
Irazada al lado lateral, forma con la base el ángulo areson + 
31, Bn el triángulo iséscoles ABC 0) ámgulo 3 es igual a 110", En el into 
rior del triángulo se ha tomado el punto Af de modo que 2MAC = 30, 
ZMCA = 25%. Mallen el ángulo PMC. 





JIL Triángulo arbitrario 


32, Domuestren que si dos lados y la altura de un triángulo ocutángulo som 
iguales, respectivamente, a dos “lados y a la altura de otro tri- 
ángulo 'ccutángulo, semejantes triángulos son iguales (considerar dos casos). 

33, Domuestren que si dos lados y la mediana de un triángulo son Iguales, 
respectivamente, a dos Jados y a la mediana de otro triángulo, semejantes trián- 
gulos son iguales (consideren dos casos). 

34. Demuestron que en todo triángulo la bisectriz bien coincido con la 
mediana y lo altura, trazadas clesclo un mismo vórtico, o bien yaco entre ellas. 

35. Demuestren que en todo triángulo la suma de Jas medianas es mayor 


quo del porímetro, pera monor que éste. 


36. Por ol centroido del triángulo regular ABC se ha trazado la recta 2 
que cruza los lados 48 y BC. Demostrar que la suma do las distancias desdo 
A y C hasta los igual a la distancia desde B hasta 1. 

37. En el triángulo ABC el ángulo B es igual a 145”. Desde el punto medio 
dol lado AC so ha trazado una perpendicular a AC hasta su intersección con el 
lado BC en el punto D. El segmento 4D divido el ángulo A como 5 : 3, contando 
desde el lado AC. Hallen los ángulos A y C dol triángulo ABC. 
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38. La biscctriz del ángulo de un triángulo divide el lado opuesto en seg- 
mentos de largura 2 y 4 cm y la altura, trazada a eso mismo lado, es igual a 
V15 cm. Hallon los lados del triángulo y determinen su tipo. 

39. Hallen la razón entre la suma de los cuadrados de las medianas de un 
triángulo y la suma de los cuadrados de sus lados. . 

0. Determinen el tipo del triángulo si sabomos que sus medianas están 
ligadas con la igualdad m3 -+ m] =< 5m2. 

41. Dos lados de un triángulo son igualos a a y b y las medianas, trazadas 
a estos lados, son, perpendiculares entro sí. Mallan vel tercer lado dol triángulo, 

42. En el triángulo ABC so ha trazado la biscctriz 4D. Hallon el lado BC 
si sabemos que AC =b, A8=< y AD = BD. 

43. Enel triángulo ABC os conocido que 30 == 12 cm, AC = 8 cm y el 
áñglo 4 69 dos voces mayor que el ángulo 4. Hallen 48 

44. La altura del triángulo es igual a 6 cm y divido el ángulo como 2 : 1 
y la base de la figura, en segmentos, de los cuales ol monor es igual a 3 cm. Hallon 
los lados del triángulo. 

45. La altura del triángulo divide los ángulos como 2 : 1 y la baso, en seg- 
mentos, la razón entro los cualos es igual a k (£> 1). Halen el ángulo mayor 
en la base del +riángulo. 

46. En ol triángulo ocutángulo ABC el ángulo a 
y CE es igual a a. Hallon AC si AD = ay CE= b, 

47. La boso de un triángulo es ígual a'4. La mediana, trazada a la baso, 
es ¿qual a V5 — YZ y uno do los ángulos en la base, a 15”. Hallen el ángulo 
agudo entre la mediana y la base. 

48. Haciendo uso del teoroma de Ceva demuestren, que: 

2) las medianas del triángulo se cortan en un: mismo punto; 

b) las bisectricos de un triángulo se intersecan en un mismo punto; 

c) las alturas de un triángulo so cortan en un mismo punto, 

49. La recta DE es paralola a la base del triángulo ABC, con la particula- 
ridad de que cl punto D yace en el lado AZ y el £, en el lado BC. Demuestren 
que AE, CD y la mediana BM se cortan en un mismo punto. 

50. Demucstren que si las larguras de los lados de un triángulo forman una 
progresión aritmética, el centro de la circunferencia inscrita en dicho triángulo 
y el centroide de éste yacen en una recta paralola al lado del triángulo de lar- 
gura media. 

51. AD es la altura del triángulo ABC, el punto 41 es el ortocentro. De- 
muestren que DC-DB = AD-DIL. 

52. En el triángulo ABC el ángulo A es igual a 30% y el 3, n 50”, Demuestren 
que los lados del triángulo están ligados con la relación e? = 5 (a + 5). 

53. Demuestron que ci todo triéngulo la diferencia entre la suma de los 
cuadrados do las larguras de cualesquiera dos do sus lados y el producto de las 
Jarguras de estos lados, multiplicado por el coseno del ángulo entre ellos, es 
una magnitud constante (para ol triángulo dado). 

54. Demuestron que en todo triángulo el ortocentro, el centroide y el centro 
de la olrcunferencia circunscrita yacen en una misma recta (recta de Euler). 

55. En los triángulos ABC y A'B"C' los ángulos B y B” son iguales, en 
tanto quo la suma de los ángulos Á y A' constituye 180%, Demuestron que los 
Jos de estos dos triángulos están ligados con lu relación aa! =00' + 

ce. 

56, En ol triángulo ABC los ángulos A, B y C ostún relacionados como 
4 :2:; 4. Domuestren que los Jados del triángulo están ligados con Ja igualdad 





do entro las alturas AD 











1 4 
TI 

57. La alturo, mediana y biscctriz trazadas desde vno deJlos vértices de un 
triángulo dividen el ángulo en este vértice en 4 partes iguales. Hallen los ángulos 
del tri ngulo. 
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58. CD es la altura del triángulo ABC, Hallen la dependencia entro los 
ángulos A y B si sabemos que CD? = AD-DB. 

59. En el triángulo ABC el ángulo A es igual a a y el B, a P, la mediana 
BD cruza la bisectriz CE en el punto K. Hallen CX : K£. 


IV. Paralelogramo 


60. Demuestren que si on un cuadrilátero las diagonales son las biseotrices 
de los ángulos, el cuadrilátero es un rombo, 

61, En un paralologramo con lados a y b (a > Y) se han trazado las biscctri- 
cos de los ángulos internos. Dofinan ol tipo de cuadrilátero formado durante la 
intersección de las bisectrices y hallen la largura de sus diagonales, 

62. La altura de un rombo divido su lado on los segmentos m y n. Hallen 
las diagonales del rombo. 

63. La perpendicular trazada desdo el vértice de un paralelogramo hasta su 
diagonal divide ésta en segmentos de 6 15 cm. Hallen los lados y las diagonales 
del paralelogramo si sabomos que la diferoncia de los lados es igual a 7 cm. 

64. Dos alturas de un paralelogramo, trazadas desde c] vértico del ángulo 
obtuso, son iguales a p y g, respectivamento, el ángulo ontre ellos es igual a 0%. 
Hallen la diagonal mayor del paralelogramo. 

65. La diagonal do un rectángulo divido su ángulo en la razón m : n. Halen 
la razón ontre el perímetro dol rectángulo y su diagonal. 

66. El ángulo agudo de un paralelogramo es igual a a: y sus lados, a a y b. 
Hallen las tangentes de los ángulos agudos, que su diagonal mayor forma con 
los lados del paralelogramo. 

67. Hallen el ángulo agudo del rombo ABCD si una recta, trazada por el 
vértico A, divide el ángulo 84D en la razón 1 : 3 y el lado BC, en la razón 3 : 5. 

68. La razón entre el perímetro do un rombo y la suma do sus diagonales es 
igual a 4. Hallon los ángulos del rombo. 

69. Las diagonales de un paralelogramo son proporcionales a sus lados no 
paralelos, Domuestren que los ángulos entre las diagonales son iguales a los 
ángulos del paralelograro. 

70. En el rectángulo ABCD la base AD está dividida por los puntos M y P 
en tres partes iguales, Demuestren que la suma do los ángulos AMB, APB 
y ADB os igual a 90” si sabemos que AD = 3AB. 

71. Los lados de un paralelogramo son iguales a a Í Als > b). La diagonal 
menor lorma con el lado menor un ángulo obtuso y con el lado mayor el ánguio a. 
Hallen la Alsgónal mayor del Parla logramo. 

72. Los lados de un paralelogramo están ligados con la razón p : g y las 
diagonales, como m; n. Hallen los ángulos de la figura, 

73. La razón ontro el perímetro de un paralelogramo y su diagonal mayor es 
iguala. allen ls ángulos del paralologramo si $e sabe quo su diagonal mayor 

vido el ángulo de la fígura en la razón 4 : 2. 








V. Trapecio 


74. Demuestren que si los lados de un trapecio son, respectivamente, 
iguales a los lados de otro, los trapecios son iguales. 

75. Demuestren el teorema: para que el trapecio sea isósceles es necesario 

sufícient : a) que los ángulos en la base sean iguales; b) que las diagonales sean 

iguales. 

76. Demuestren que las bisectrices de los ángulos adyacentos al lado lateral 
del trapecio so cruzan formando un ángulo recto y que el punto en que so cortan 
yace on la línea media del trapecio. 
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77. La suma de los ángulos en la base de un trapecio es igual a 90%. De- 
muestren que el segmento que une ol punto medio de las baseses igual a la semi- 
diferencia de las bases. 
78. Las diagonales de un trapecio son igualos y perpendientares entre sí, 
la altura es igual a 15 om. Hallon la largura de la fínen media del trapecio. 
79. Una de las bases de un trapecio es igual a 24 cm, y la distancia entre 


8 om. 


82. Las bisectricos de los ángulos obtusos cn la base do un ss cruzan 
los del trapecio 





36, La baso mayor do un trapecio es igual a a, los lados laterales son iguales 
ingulos en la base mayor es como 2 : 4. Hallen 
la baso menor. 

87. Las diagonales AC y BD del trapecio isósceles ABCD (AD [| BC) con- 
curven en el punto O, siendo ZA0D = 60%. Demuestren que K, M, P, que 
son los puntos medios dle los segmentos 40, BO y CD, corresponden a os Vérti- 
ces de un triángulo regular. 

88. Demuestren que la suma de los cuadrados de las diagonales de wn tra- 
pecio es igual al producto luplicado de sus bases, adicionando la suma de los 
cuadrados de los lados laterales, 

89. Demuestren que la rocta que pasa por el punto de intersección de las 
continuaciones de los lados laterales del trapecio y el punto de intersección 
de. sus diagonales, dividen las bases del trapecio por la mitad. 

90, En un trapecio con bases a y b se ha trazado por el punto do intersección 
do las diagonales una recta paralela a las bases. Hallen la largura del segmento 
de esta recta que se encuontru entre los lados laterales del trapecio, 

91. En el trapecio ABCD cada una do las bases AD y BC so continúa hacia 
los dos Jados. Las bisectricos de los ángulos externos A y B se cortan en el pun: 
to K y las bisectrices de los ángulos externos € y D, en el punto £. Hallen el 
perímotro dol trapecio si XE = 20 cm. 

92. Por el punto O de intersección de las dingonalos dol trapecio isósceles 
ABCD (4D || BC), cuyas diagonales son perpendiculares entro sí, se ha trazado 
Ín recta M1 K, perpendicular al lado CD (el punto M1 yaco eu 4h ol punto X, 
en CD). Hallen MK, si AD =60 cm, BC = 30 em. 


VE. Diferentos problemas 


93. En el cuadrilátero ABCD, P, K, E y M1 son los puntos medios de los 
lados AB, BC, CD y DA. Demuostren quo el cuadrilátero PXEM es un para- 
lotogramo, 

84. Enloscatetos AC y BC del triángulo rectángulo 4 BC so han construido 
(fuera del triángulo) los cuadrados ADAC y CEMB. Do los puntos D y Al se 
bajan los perpendiculares D/f y MP sobre la continuación de la hipotenusa AB. 
Demuostren que DI + MP =AB. 


30290 
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95. En los lados de un paralelogramo (fuera de él) se ban construido cuadra= 
dos. Sus centros están consecutivamente unidos. Demuestren que el cuadrilá- 
lero obtenido es un cuadrado, 

96. En un triángulo rectángulo con catetos a y 0 está inscrito un cuadrado 
que, llene con el trióngulo el ángulo recto común. Hallen el perímetro del cua 

rado, 

97. En un triángulo rectángulo está inscrito, un rombo de forma quo tados 
sus vértices yacen en los lados del triángulo y el ángulo igual a 60* es común 
para el triángulo y el rombo. Hallen los lados del triángulo si el lado del rombo 
es igual a 6 cm. 

38. En un triángulo está inscrito un rombo de forma que uno de los ángu- 
los es común para las dos figuras, en tanto que el vértice opuesto del rombo 
divido el lado del triángulo en segmantos ontre los que la razón es 2 : 3, Hallen 
los lados dol triángulo entro los que yace el ángulo común dol triángulo y el 
rombo si las diagonales del rombo son m y n. 

99. En un triángulo con lados Jatorales 9 y 15 em ostá inscrito un parolclo- 
gramo de forma que uno de sus lados de 6 cm de largura yace en la base del tri- 
ángulo y sus diagonales son, respectivamente, paralelas a los lados laterales del 
triángulo, Hollen el otro lado del paralologramo y la baso dol triángulo. 

100. En el cuadrado ABCD está inscrito el triángulo isóscolos AM de 
forma que el punto X yaco en el lado 18€, el puto ML, en el CD y AM =AK. 
Hallen el ángulo MAD si sabemos que la tg Z ARM = 3. 

101. En el triángulo regular ABC está inscrito el triéngulo regular DER 
de forma que el punto D yace en el lado BC, el punto E, on AC y el punto K 
en AB. Hallen AB : DE si sabemos que DEC = 4. 

102. Demuestren que los segmentos que unen los puntos medios de los 
lados opuestos de un cuadrilátero convexo y el segmento que une los puntos 
medias do sus diagonales, so vtuzan en vn mismo punto y se dividen por él en 
la mitad. 

103, Demuestren que en un cuadrilátero convexo los puntos medios de las 
diagonales y de los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos 
yacen en una misma recta. 

104. Demuestren que si en un cuadrilátero la suma de los cuadrados de los 
lados opuestos son iguales, sus diagonales son perpendiculares entre sí. 

105. Demuestren que si en un cuadrilátero convexo el segmento que une 
los puntos medios de los lados opuestos es igual a la semisuma de los otros dos 
lados, semejante cuadrilátero es un trapecio, 

106, Las bases de los triángulos regulares con lados a y 3a, yacen on una 
misma línea. Los triángulos están situados por diferentes lados de una recta 

la distancia entre los extremos más próximos de sus bases es igual a 2a, Halen 
la distancia entro los vértices do los triángulos que no yacen en la indicada recta. 

107. En el cuadrilátero ABCD se Conoce que ZA = 4D = 00, AB = 
= V3, BC = 3, CD = 2 1/3. Mallon los úngulos B y C. 

108, Las diagonalos del cuadrilátoro convexo 43CD se cortan en el pun- 
to O bajo ángulo recto de forma que AO = 8 cm, BO = CO =1 om, DO = 
=7 em, Al continuar los lados A 3' y CD ellos so cortan en ol punto Af. Hallon 
el ángulo AMD. ñ 

109. En el cuadrilátero 48CD el ángulo B es recto y AB : BD =2:4V3, 
Al continuar los lados 83€ y AD ellos concurren en el punto M. Hallen el ángulo 
DMC si sabemos que LABD = 465". 

110. En el rectángulo ABCD está inscrito el triángulo AEK de forma 
que el punto £ yace en el Jado BC y el punto K, en CD, Halen el ángulo 
254x120 BE LE sa my 

Ñ BOCA DR 
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$ 3. CIRCUNFERENCIA 


EsbmPLO 1. Demostremos que si a y b son los catetos, e, la hipo- 
tenusa de un triángulo rectángulo y 7, el radio de la cirounforencia 
inscrita, 1 = 242, 

SOLUCION, Realicemos las construcciones anxiliares necesarias: 
desde el centro O de la circunferencia inscrita tracemos los radios 
OD, OE y OU a los puntos de tangencia. Entonces, OD 1 BC, OB L 
1 AC, OF _L AB (lig. 44). ODCE es un cuadrado (todos los ángulos, 








Fig. 44 Fig. 45 


rectos y OE = 0D), es decir, CE =CD =r, BD =a—r, AE = 
=b—r. Pero BD. = BF y AE — AF (teorema 12b), por lo tanto, 
BP=a=r, AF=b—=r. AB=BF+AF, es deci 


=(0—r) + (b — 7), de donde hallamos que r = 








c= 





OBSERVACIÓN, La fórmula obtenida se utiliza con frecuencia al resolver 
problemas ligados con triángulos rectángulos: 


eiemeLo 2. Á la circunferencia inscrita en un triángulo, cuyo 
perímetro es igual a 18-cm, se ha trazado una tangente paralela a 
Ja base del triángulo. La largura del segmento de la tangente situado 
entre los lados laterales del triángulo es igual a 2 cm. Hallemos la 
base del triángulo. 

soLUcIóN. Sean M, P y N los puntos de tangencia (fig. 45). Enton- 
ces, AM =4AN, CN =CP, BP =BM (teorema 12b). Hagamos 
AN =AM =x, CN =CP =y, BP = BM =z. En tal caso, el 
perímetro del triángulo ABC serú igual a 2x + 2y + 22 y, por 
consiguiente, x + y +2 =9. 

'Tracemos la tangente DE || AC. Entonces, los triángulos ABC 
y DBE son semejentes y, por lo tanto, la razón de sus lados es igual 





Pose 











a la de los porimetros: ¿q =P22E, os decir, 
2 _PomE 
+ de * (1) 


3. 
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Poye=BD+ BE + DE=BD + BEY (DK + KE) = BD + BE + 
(DM + EP). (Aquí, hacemos uso de que DM =DK y KE=EP). 
Por consiguiento, Ppp»=(BD-+ DM) + (BE + EP) = BM «BP => % 


y, entonces, la igualdad (1) puedo roescribirse en la forma += 





a+y+2=0, 
= if. Obtenemos ol sistema de ocuaciones: 22 Haciendo 
0 
0429, 
3+y=b, obtenemos | ,, ¿y ' do donde hallamos que bion 


b=3 cm, o bien b==6 cm. 
EJEMPLO 3. Por el punto A de la cuerda común AB de dos ciroun- 
Terencias se ha trazado una recta que cruza la primora circunforencia 
en e] punto C y la segunda, en el D, La tangente a la primera cir- 
cunferencia en el punto € y la tan- 
M gento a segunda circunferencia en 
el punto D, concurren en el punto 
M. Demostremos que los puntos 
M,C, ByD yacen en una circun- 
ferencia (fig. 46). 
SOLUCION. Es suficiente demos- 
trar que ZCMD+ZCBD 
= 180" (teorema 15a). LCBA 


=$ U AC (como ángulo inscrito). 


Pero, asimimo, ZMCA = + u 
UAC (como el ángulo entre la 
tangente y la cuerda, teorema 13). 

Por lo tanto, ZCBA =£MCA. 

Fig. 96 Por analogía se demuestra que 
ZABD = LADM. 

Del AMCD llegamos a la conclusión de que ZCMD + ZMCD + 
e 2MDC = 180% Pero ZMCD + LMDC =LCBA + LABD == 
=ZCBD. 

Por consiguiente, CMD + 4CBD «= 180” que es lo que habí- 
amos de demostrar. 

EsemPLo +. En una circunforencia está inscrito el triángulo isós- 
coles ABC con baso AC =b y ángulo a en la base. La segunda 
circunferencia es tangente a la primera y a la baso del triángulo en 
su punto medio D y se encuentra fuera del triángulo. Hallemos el 
radio de la segunda circunferencia (fig. 47). 

SOLUCION, Hagamos uso de que AD-DC =BD-DK (tooroma 168). 


Como AD =DC =-%, BD =>3 tg0, DK =2r, obtenemos: E = 





= 7 lg a:2r, de dondo r =— ctg 0. 
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EJEMPLO 6. Una circunferencia de radio R pasa por los dos vérti- 
ces adyacentes de un cuadrado. La tangente a la circunferencia, tra= 
zada desdo el tercer vértice del cuadrado es dos veces mayor que el 
Jado del cuadrado. Hallemos el lado del cuadrado. 

soLucION. Introduzcamos las designaciones: AB =x, BM =2x 
(fig. 48). Continuemos el segmento AB hasta su intersección con 
la circunferencia en el punto X. Entonces BK-AB = BM? (teorema 





D 
a 
“Y 
a 
Le A 
Fig. 47 Fig. 48 


160), es decir, BX-x =4a”, de donde hallamos: B4X = 4x, es decir, 

K =3x. LKAD =90”, por lo tanto, KD es el diámetro. Del 
triángulo rectángulo ADK, hallamos: AD? + AK* = KD*, o sen, 
e +95 =4R, de donde x= 24D, 

esempLo 5. El ángulo entre los radios del sector circular es igual 
a 90%. Una circunferencia de ese mismo radio tiene su contro en el 
extremo del arco del sector y ella divide el soctor en dos triángulos 
curvilíneos. En el menor de éstos está inscrita una circunferencia. 
Hallemos la razón de los radios de Ja circunferencia inscrita y el 
sector, a 

SULUCIÓN. Realicemos las construcciones auxiliares necesarias, 
las que, por regla, se hacen cuando se trata de la tangencia interna 
o externa de circunferencias o la tangencia de una circunferencia con 
una recta: 0,0, es la línea de Jos centros; 23, el punto de tangencia; 
010, la línea de los centros; 4, el punto de tangoncia; O¿C .L 0,C; 
€, el punto de tangencia (fig. 49). Introduzcamos la designación: 

0, =R (parámetro auxiliar) y expresemos con XR el radio r de 

la circunferencia inscrita. 

Consideremos el A0,0,0,. Tenemos: 0,0, = Hi, 0,0, =R —r, 
0,0, =R -+r. Tracemos la altura 0,17. Entonces, OM == 0,C = 
=r, 0H =k —r. Utilicemos OH como elemento de referencia. 








38 Capítulo 1, Planimetría 





Del 40,04H, tenemos: 0,11? = 0/03 20,4? = (R — r)? — r?, Del 
AOsHO¿, tenemos: OH = 0,03 — 011% =(R + r — (R — rJ.. 

Así, pues, (R—=r)?—12=(R +r)2—(R—r), do donde hallamos 
=$. 0 sm P=p: 

EJEMPLO 7, Dos circunferencias con radios r y R son tangentes 
exteriores. AB y CD son sus tangentes externas comunes. Demostre- 
mos que en el cuadrilátero ABCD se puede inscribir una circunferen- 
cia y, además, hallemos su radio. 

SOLUCION, Realicemos las construcciones auxiliares necesarias. 
Continuemos las tangentes hasta su concurrencia en el punto O, 
tracemos la línea de los contros O0,O,, tracemos los radios O,D y 
0,C en los puntos de tangencia 0,D _L CD y O¿C 1 CD (fig. 50). 


> : 
Y AD 
AJA 


Pig. 49 Fig. 50 





Como la línea de los centros es el eje de simetría de la figura, los 
puntos Á y D son simétricos con relación a OO, y los puntos B y C 
son simétricos respecto a OO4. Esto significa que ABCD es un trapo- 
cio isósceles, 

Para que sea posible inscribir una circunferencia en el trapecio, 
es necesario y suficiente que se verifique la igualdad AD + BC = 
= AB -+ CD (teorema 16b) o bion, ya que AB =CD, la igualdad 


AB = “22. Es sulicionto demostrar que el segmento AB 


es igual a la baso media del trapecio. 

Tracemos la tangente interna común XP. Entonces, AK = KM, 
BK =KM, DP =PM, CP =PM (teorema 12b), lo que significa 
que KP es la baso media del trapecio. ABCD y KP =AB. Así, 
pues, en el trapecio podemos inscribir una circunferencia y EP es 
su diámetro. Hagamos 0,2 «= x, O¿F' = y. Entonces, do la igualdad 
MF = ME (a base media KP divide ol segmento EF por la mitad) 
llegamos a la conclusión de que R — y =r +. De la semejanza 
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de los triángulos ODE y O¿CF, obtenemos: 4E 2D. o sea, 
A , 
er 
Lo 
R=-y=r+42, 


i i rO—rR 
Del sistema de ecuaciones | z 7 hallamos: 


R=r 


y 
y, entonces, el radio de la circunferencia inscrita es igual a 
1] 


RU > 

viempLo 8, El ángulo agudo de un triángulo rectángulo es igual 
a a. Hallemos su hipotenusa si el radio de la circunferencia, tangente 
a la hipotenusa y a las continuaciones de los catetos, es igual a Ro 











o 
Fig. 51 Fig. 52 
soLucióN, Como AB = AX + BK (fig. 51), el problema se reduce 


al cálculo de los segmentos AX (del AA0K) y BK (del AOBK). 
Consideremos el AAOK. Como ¿KOF =ZBAC =« (ángulos 


con lados perpendiculares entro sí), ZKOA =F(AXOA = A40F). 
Do modo que AK =0K-1g% =R y. 
Examinomos el ABOK. ZBOK=-L ¿DOK=-5(90*— 


—L KOF) = 458. (Aquí hemos hecho uso de que en el oua- 


drilátero ODCF, tres ángulos D, C' y F son rectos y, por lo tanto, 
asimismo, el cuarto ángulo, es decir 4 DOF, es recto.) Entonces, 


BK=0K-1g Z BOK=Ry (45), AB=AK + BK=Rg + 


s0n (4459 









e RY2 
008% cos (E) 2008 Ecos (454)" 
q (1 qu (1 


(Aquí, se ha hecho uso de la fórmula oro iO) 


+Rug(í5—-F)=R 
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EJEMPLO 9. Se ha dado un triángulo vevtángulo ABC con ángulos 
ZA =0, LB =f, LC =y. ¿En qué razón divide el ortocentro 
la altura trazada desde el vértice 4? 

SOLUCION, En torno del triángulo ABC cireunscribamos una cir- 
cunferencia. Designemos con R el radio de ósta (parámetro auxiliar). 

Tracemos OP -L BC y hagamos uso de que AM =20P (véase 
el ejemplo 8 del $ 2), dondo 17 es el ortocentro. 

Consideremos el AOPB (fig. 52). Como 4KOB se mide con el 


arco BK, UBK =--U BC y LCAB se mido con la mitad del 


arco BC, LKOB =ZCAB =u. Entonces, OP =R cos a y, por 
lo tanto, AJÍ =2R cos U. 
Ac 


De acuerdo con el teorema de los senos gp =2R (teore- 


ma 8), es decir, AC =2R sen $ y, en tal caso, del A ACD obteno- 
mos que 4D = AC son Z ABC =2R sen P sen y. 
pS 








4 L 


(a) (9 
Fig. 58 


Entonces, AH =2R cos a, HD =AD — AH =2 Rsen Pp sen y— 
— 2R cosa = 2R (sen P sen y — cos (180 — (P + y) = 
=2R (sen P sen y + cos (P + y) =21 (sen P sen y + cos $ cos y — 
— sen f sen y) =21 cos f cos y. 

Así, puos, 4%. ¿Hcosa_ cosu 

> PU0S DS aR cos pcos y — cos pcos y" 

EJEMPLO 10. Demostremos que si la altura y la mediana, trazadas 
«desde uno de los vérticos de un triángulo escaleno, yacen dentro del 
triángulo y forman con sus lados laterales ángulos igualos, dicho 
triángulo es rectángulo. 

SOLUCION. Resolvamos este problema con dos procedimientos. 

I procedimiento (geométrico) (fig. 53, a). Circunscribamos al tri- 
ángulo dado ABC la circunferencia «w y tracemos la altura CH y 
la mediana CM hasta la intersección con la circunferencia en los 
puntos D y E, respectivamente. 
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Como ZACD =ZBCE, VAMD = UBRE y, por lo tanto, las 
cuerdas AB y DE, entre las que yacen los arcos iguales AmD y BnE, 
son paralelas. Pero ZCHB == 90”. Esto quiere decir que también 
¿CDE =390". Entonces, CE es el diámetro de la circunferencia. 
Éste divide por la mitad la cuerda A13, lo que sólo es posible cuando 
la cuerda AB es el diámetro de la circunferencia w. Pero, en tal caso 
¿ACB = 90, os decir, el AABC es rectángulo. 

II procedimiento (algebraico) (fig. 53, b). Demostremos que 
ACB = 90". Es evidente, que la suposición de que ZCAB == 90? 
es inverosímil, ya que entonces el segmento CH coincide con el lado 
AC y, por lo tanto, debe coincidir con el lado BC, para que se formen 
los ángulos iguales prefijados, No obstante, la mediana no puede 
coincidir con el lado del triángulo. 

Sea LACB =x. Esta es la incógnita que buscamos. Para abre- 
viar, hagamos asimismo ZACH! = a. Entonces también LBCM = 
=«. A continuación, introduzcamos el parámetro auxiliar: Cf = 
=h. Entonces, LBCH =x— a, LMCH =x — 2a 

Como CM es la mediana, AM = BM. Pero AM H + MH y 
BM =BH — MH. Así, pues, AU + MH «<= BH — MH, o bien 
2MH =BH — AH. De los triángulos rectángulos MCH, BCH y 
ACH tenemos MÁ =h tg (a — 2a), BH =htg (1 —a) y AM = 
=h tg «, respectivamento. Obtenemos la ecuación: 


2htg (1 —2a) =htg (sa) —htga o bien 
2 tg (0— 2a) —tg (1— a) — tg a. 








Después de resolver esta ecuación, hallamos: 


2son (124) _ sen(x—%0) 
os (2—a) cos a * 





Como el triángulo ABC es isósceles, 2 =32x, es decir, 
sen (1—2a) 30 y, entonces, 


2 cos (2 — a) cos a. =cos (1 — 2a) o bien 
cos a + cos (1 — 2a) == cos (1 — 20), 
de donde cos x ==0, 


es decir, a = 90” y el triángulo ABC es rectángulo. 
mommpLO 11. AD y CM son las alturas del triángulo ocutángulo 
ABC, cuyo perímetro es igual a 15 cm, el perímetro del triángulo 
BDM es igual a 9 cm, el radio de la circunferencia circunscrita al 
triángulo BD.M os igual a 1,8 cm. Hallemos la largura do AC (fig. 54), 
SOLUCION. Ánte todo, demostremos que los triángulos ABC y BMD 
son semejantes. En efecto, dos triángulos rectángulos ABD y BMC 


con el ángulo agudo común E son semejantes y, por esto, Fe = pr > 
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Pero, en tal caso, los triángulos ABC y MBD, con el ángulo B común 
y los lados que los contienen, son proporcionales, os decir, semojantes. 
Hagamos uso de que en los triángulos semejantes las tazones entre 

los perímetros y entre los radios de las circunferoncias circunscritas 
son iguales a la razón de semejanza. De acuerdo con el planteamiento, 
Pano =15cm, Pypy =9cm, por lo 

que la razón de semejanza es igual a 
Ya que, según el planteamiento, el radio 
de la circunferencia circunsorita en torno. 
del triángulo BMD es igual a 1,8 cm, 
obtenemos que el radio de la circunfo- 
rencia circunscrita alrededor del A ABC, 


es igual a 1,8: =3 cm. 


Sea ol punto O ol centro de la circun- 
ferencia_ circunscrita en torno dol 
AABC, OP 1 AC. Entonces, BII =20P (véase el ejemplo 8 
del $ 2). Pero BA es el diámetro de la circunferencia circunscrita en 
torno del triángulo BMD (ya que el ángulo BD que en él se apoya 
es igual a 90%), por lo que BA = 3,6 cm y, por ello, OP =1,8 cm. 

Ahora, en el triángulo rectángulo AOP conocemos dos lado 
A0=3em (cl radio de la circunferencia circunscrita) y OP= 





Fig. 54 














=1,80m. Entonces, ar=y/9-(Ly Lom y, por lo tanto, 
AC=4,8cm. 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


1. Cireunterencia 


111. En ol punto 4 dos circunferencias son tangentes oxteriores, BC es 
su tangente común externa. Demuestren que ZBAC = 90”, 

12. Dos circunferencias se intersecan en los puntos A y B. Éstos yacon 
por diferentos lados de la recta 1 que corta las circunferencias en los puntos 
€, D, E y M, respectivamonte. Demuestren que la suma de los ángulos DBE 
y CAM os igual a 180% 

113. Dos circunferencias so intersecan en los puntos A y B. Las rectas l, 
y 1, son paralolas, con la particularidad de quo ?, pasa por el punto A y corta 
las circunferoncias en los puntos £ y K, mientras que /, pasa por el punto B 
y corta Jas circunferencias en los puntos M y P. Demuestron que el cuadrilá- 
loro EX MP es un parolelogramo. 

114, Hacia una circunferencia con centro en el punto O, desde el punto M, 
se han trazado las tangentes MÁ y MB. La recta 1 es tangente a la circunferen= 
cia en el punto C o interseca las tangentes MA y MB en los puntos D y £, co- 
rrespondientemente. Demuestron: a) que el perímetro del triángulo MDE no 
depende de cómo se ha elegido el punto C; b) que el ángulo DOE no depende de 
la elección del punto C. 
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115, Los puntos A, B, C y D dividen una circunferencia en partes entre 
las que la razón es 1:3 . Hallon pur inguleg onto Jas tengentes a la cir- 
cunferencia trazadas desde los puntos A, B, € y D. 

116. Dos circunferencias iguales son tangontes oxteriores y con una tercera 
circunferencia cuyo radio os igual a 8 cm. El segmento que uno los puntos de 
tangencia de las dos circunferencias iguales con la tercera es igual a 12cm, Ha- 
lon los radios de las circunferencias iguales. 

117. La cuerda común de dos circunferencias que so intersecan es igual a a 
y, para una de ellas, es el Jado del hexágono regular inscrito y, para la otra, del 
cuadrado inscrito. Hallen la distancia entre los centros de las circunferencias. 

118. Dos circunferencias con radios r y R son tangontes exteriores. Hallen 
la Hanna de su tangente externa común. 

119. Dos circunferencias con radios r y RR son tangentes exteriores, La 
recta 1 corta la circunferencia en los puntos A, B, C y D de modo que AB = 
=BC = CD. Mallon AD. 

420. Dos circunferencias, la razón ontre cuyos radios es £ : 3, son tangontes 
exterioros, la largura de la tangento externa común es 6 1/3 cm. Hallen el perí- 
otro de la figura formada por las tangentes externas y los arcos extornos de 
las circunforencias. 

121. Dosde un punto externo se han trazado a la circunferencia una secante 


de 48 cm de largura y una tangente, cuya largura constituyo 2 del segmento 


interno do-la secante. Hallen el radio de la circunferencia si sabemos que la 
secante se encuentra a una distancia de 24 cm del centro. 

122. La tangente externa común de dos circunferencias que son tangentes 
sn forma con la línea de los centros el ángulo a. Hallen la razón de los 
radios. 

123. Del punto 4, situado fuera de un círculo con centro en O, se han tra- 
zado los secantes ABC y AMK (B y M son los puntos de la circunferencia más 
cercanos a A que yacen en las secantes). Hallen BC si sabemos que AC = a, 
£CAO = a, LCOK =p y que la secante AMA pasa por el centro de la cir 
cunferoncia. E 

124. Dos circunferencia so intersecan en los puntos A y 8. Por el punto A 
so han trazado los segmentos AC y AD, cada uno de los cuales, siendo cuerda de 
una circunferencia, es tengente a la segunda circunferencia. Demuestren que 
AC*.BD = ADY.DC. 

125. AB y CD son cuerdas intersecontes, perpendiculares entre sí de las 
circunferencias do radio /?. Demuestren que AC? + BD? = 4R%. 

126, Demuestren que la suma de los cuadrados de las distancias desde el 
punto M,.tomado en el diámetro de una circunferencia, hasta los extromos de 
cualesquiera de las cuerdas paralelas al diámetro es una Inngnitud constante 
para la circunferencia dada. 

127. Dos circunferencias son tangentes exteriores en el punto C, AB es 
su tangente externa común. Hallen los radios sí AC =8 cm, BC =6 cm, 


128, Las cirennterencias de radios A y L- son tangentes extorioros. Desde 


el contro de la circunferencia menor so ha trazado, bajo un ángulo de 30? con 
rolación u la línea de los centros, un segmento de largura 2, Halen las lar- 
guras do las partos del sogriento que yacen fuera do la circunferencia. 

129. Las circunferencias de radios Era b son tangentes interiores He <b), 
<on la particularidad de que el centro de la circunferencia mayor yace fuera de 
la menor. La cuerda A de Ja circunferencia mayor es tangonto a la monor y for= 
ma con la tangente común a las circunferencias el ángulo a. Hallen AB. 
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1. Triángulos inscritos y circunscritos 


130, En el triángulo regular 4C, on los lados AB y AC, so han tomado 
los puntos AM Y K de manera que AM: MB =2:1, AK:KC=4 De- 
muestren que el segmento A'A/ es igual al radio de la circunferencia cirounscrita 
al triángulo ADC. 

154: Al triángulo ABC (AD = 1C) está circunsorita una circunferencia, 
Las conlinuaciones de Jas bíscctrices de los ángulos A_y C intersecon la circun- 
ferencia en los puntos K y P y entre sí en el punto £. Demuestren que el cuadri= 
látoro 8KEP es un rombo. 

132. AD y CE son las bisectricos del triángulo ABC. La circunferencia 
circunscrita al triángulo 2D £ pasa por el centro de la circunferencia Ínscrita on 
el triángulo ABC, Demostrar que ZABC = 600, 

133. Demuestren que el centro do la circunferencia inscrita on un triángulo 
ques dentro de un triángulo formado. por las bases modus del triángulo 
lado, 

134. La recta Les tangente en el punto Ca la cirounferencia circunscrita al 
triángulo ABC. Demuestre» que el cuadrado de lu altura CI del triángulo ABC 
esigual al producto de lus distancias desde la recta Za Jos puntos A y B. 

135. Mallen los ángulos del triángulo si sabemos que los centros de Jas 
cireunferencias inscrita y circunscrita a él son simótricos con relación a uno 
de los lados del triángulo, 

136. La baso de un triángulo isósceles es 2 y la altura, 4. A la circunlo- 
rencia inscrita en el triángulo se ha trazado una tongonte paralela a la base. 
Halen la largura del segmento de esta tangente que yace entre los lados late 
rales del triángul 

137. En vn triángulo rectángulo cl punto de taugencia de Ja circunferencia 
inscrita divide la hipotenusa en segmentos de 24 y 36 cm. Hallen los eatetos. 

138. En un triángulo rectángulo uno de los catetos es igual a 48 cm y la 
proyección del otro en la hipotennsa, a 3,02 cm. Hallen la longitud de la cir 
cunferencia inscrita, 

139, En un lr la rectángulo con catelos de 58 y 24 em hallen la dis- 
tancia entre los contros de las circunterencias inscrita y circunscrita, 

140. En un triángulo isósceles la altura, Lrazada u la base, es 1,5 veces 
menor que el radio de la circunferencia circunscrita, Halten el'ángulo en la 

se, 

141. Hallen ol radío de una circunferencia circunscrita al triángulo con 
lados a y » y el ángulo y entre ellos. 

142. En un triángulo isósceles la baso es igual a d, el ángulo en olla a. 
A la circunferencia inscrita en el triángulo so ha trazado wna tangente paralela 
3 la base. Hallen la largura de ésta situada ontre los Jados Jatoralos del triángulo. 

143. En un triángulo isósceles la razón de los radios de las cireunferoncias 
inscrita y circunscrita es igual a k. Hallen los ángulos del triángulo, 

144, Domvestren quo para todo triángulo rectángulo es válida la desi- 


gualdad 04<-- <0,5, donde r os el radio de Ja cireunforen 


la altura bajada a la hipotenvsa. 

145. Demuestren que la circunferencia circunscrita a un triángulo es igual 
a la circunferencia que pasa por dos de sus vértices y el ortocentro. 

146. En una circunferencia está inscrito el triángulo regular ABC, En ol 
arco BC se ha tomado al azar el punto M y trazado las cuerdas AM, BM, CM. 
Demuestren que AM =.BM + CM, 

147. Demuestren que la suma de los cuadrados de las distancias desde un 

junto arbitrario de la circunferencia hasta Jos vértices de un triángulo regular 
inscrito en ella, es una magnitud constante que no dependo de la posición del 
punto en la cirounferencia. 







































inscrita; lt, 
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148, En una circuntorencia está inscrito el triángulo isóscoles ABC (AB == 
= BC). En el arco AB se toma al azar el punto X y Se une con cuerdas con los 
vértices del triángulo. Domuestren que AX+KC = 48%— KBÍ, 

149. En un triángulo ocutángulo con lados a, b y, e, desde el centro de la 
circunferencia circunscrita, se bajan perpendiculares a los lados. Las longitudes 
de estas perpendiculares son igualos a m, n y p, respectivamente. Demuestren 

A 
0 A e 

150, Demuestron que las bases de las perpendiculares, bajadas a los lados 
do un triángulo o bien ala continuación de ellos, desde un punto arbitrario de la 
Circunforencia cirounscrita al triángulo yacen en una misma recta. 

151. Demuestren que sí a y b son los lados de un nO l, la bisectriz 
del ángulo entre ellos, a” y b”, los sogmentos en los que la bisectriz divido el 
tercor lado, L=ab— av. 

152, Demuestren que el radio de la circunferencia circunscrita a un tri 
ángulo, trazado a uno de los vérticos de óste, es perpondicular a la recta que une 
la baso de lus alturas trazadas de los otros dos vértices del triángulo. 

153. Al triángulo ABC se ha circunscrito una circunforencia. Por el pun- 
o B so ha trazado una tangento a la cireunforoncía hasta la intorsección con la 
continuación del lado CA tras el punto A en el punto 2. Halen el perímotro del 
triángulo ABC si AD + AD = AC, CD =3 cm, LBAC = 60%. 

54. En una circunferencia de radio R está inscrito el triángulo regular 
ABC. La cuerda BD interseca AC en el punto E de forma que A£ : CE =2:3, 
Hallen CD. 

155. En el trapecio ABCD la biscctriz del ángulo A interseca la base BC 
(o bien Su continuación) en.el punto E, En el triángulo ABE está inscrita una 
<ircunferencia tangente al lado AB en el punto M1 y el lado BE en el punto P. 
Hallen el ángulo 24D al sabemos que AB: MP = 2 

156, La hipotenusa de un triángulo rectángulo, se divide con el punto de 
tangencia de la circuntorencia inscrita en segmentos, enya tazón es igual a k 
(k > 1). Hallen los ángulos del triángulo. 

157. Hallon el ángulo en la base de un triángulo isósceles si sabemos que 
su ortocentro yace en la circunferencia inscrita, 

















KILL. Disposición arbitraria de la circunferencia y el triángulo 


158. Los segmentos AD, BM y CP son las medianas dol triángulo 18. 
La circunferencia circunscrita al Lrlángulo DC pasa por el centroido del tri- 
ángulo ABC. Domuostren que LABM = LPCB y LBAD = LPCA. 

159. En un triámgalo rectángulo está inscrita ma semicircuntorencia do 
forma que su diámetro yace cu Sa hipolenusa, mientras que el centro divide 
a ésta en segmentos de 15 y 20 cm. Hallon ol radio de la semicircunferencia. 

160. Una circunferencia pasa por el vértice 4 del triángulo rectángulo ABC, 
es tangente al lado 8C y tiene su contro en la hipotenusa AB. Halen su radío 
si AB=c BC=a. 

161. En el catoto BC del triángulo rectángulo ABC, como en su diámetro, 
so ha construido una circuntorencia que intorseca en el punto D la hipotenusa AB 
do forma que AD: DB = 3 : 4. Mallen los lados del triángulo ABC si la altura 
trazada a la hipotenusa es igual a 3 om. 

162. Los lados de un triángulo son iguales a a y b, el ángulo entre ellos, 
4.120". Hallon el radio de la circunferencia que pasa por dos vértices del tercer 
lado y el centro de la circunferencia Ínscrita on el triángulo dado. 

163. Una circunferencia pasa por los vértices A y B' del-triángulo ABC 
y es tangente al lado 2C enel punto B. El ladu AC se divido con la circunferen- 
ja on Jas partos AM y MC de forma que 441 = MIC A+ BC. Hallon BC sí 

7 4 cm. 
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164. En el Jado A3 del triángulo ABC, como en su diámetro, so ha cons: 
truido una circunferencia que interseca el lado BC en el punto D. Hallen AC 
si sabemos que CD=2 cm y AB=BC=0 cm 

165, En el lado 48 del triángulo ABC, coily» en su diámotro, se ha cons- 
truido una circunferencia que Ínterseca AC en el unto D y BC en el punto E. 
Halen, AC y BC si sabemos que AM =3 cm, AD :DC= 131 y BE: EC = 

165. El sogmento BD es la altura del triángulo ABC, y DE, la modiana 
del triángulo BCD, En el triángulo BDE está inscrita una circunferencia lan- 
gente al lado B£ on punto X y al lado DE on ol punto A£. Hallen los ángulos del 
triángulo ABC si AB =BC=8 cm KM=2 om. 

167. En el triángulo ABC se han trazado la altura AD y una oirounferen» 
cia con el centro en el punto A y de radio AD. lHallen la largura del arco de 
dicha circunferencia situado en el interior del triángulo sl BC'= 0, 28 = B, 

=y. 

168. Domuostren que, el radio do la circunferencia, tangente a la hipote= 
musa y a la continuación de los catetos de un triángulo rectángulo, es igual a la 
suma de las longitudes de la hipotenusa y del radio de la circunferencia inscrita 
on el triángulo. 

169. Las bisectrices AD y CK dol Lrióngulo ABC se cortan en el punto O, 
KD = 1 cm. Hallen los ángulos y los dos otros lados del triángulo £DO si 
es conocido que el punto B yace en la circunferencia circunsorita al triángulo 











170. Una circunferencia es tangente a los lados AC y BC del triángulo ABC 
y tiene su centro en AB. Hallen el radio de la circunferencia si AC = 48 cm, 
BC= 140 cm, AB = 148 cm, 

171. En el triángulo ABC el punto medio de AC es D, el de BC, E, la 
circunferencia circunscrita al triángulo CDE pasa por el centroide del trián= 
gulo ABC. Hallen la largura de lu mediana CX si AB = c. 

172. Halen la dependencia ontre los lados «, » y e del triángulo ABC 
si se conoce que el vértico C, el centroide Af y los puntos medios de los lados AC 
y BC yacen en una misma recta, 

173. En el triángulo isósceles ABC con ángulo B igual a 120”, está inscrita 
una semicircunferoncia do radio (3 1/3 + 124) cm con centro en AC, A lu 
semicircunferencia se traza una tangente que interseca los lados Jaterales AL 
y BC en los puntos D y £, rospectivamente. Hallen BD y BE siDE = 2 Vi cm. 

176. En el triángulo ABC son conocidos los lados: AB = BC = 39 cm, 
AC = 30 cm. So han trazado las alturas 4D y B£. Hallen el radio de la circun- 
feroncia que pasa por los puntos D y £ y tangente al lado BC. p 

175. En el triángulo ABC se han trozado las alturas CD y AE, Al trián- 

lo BDE se circunscribe una circunferoncia. Halen la longitud del arco de 
Ésta quo yace dentro del triángulo ABC si AC = 0, LABC = B. 











IV, Circunferencia y cuadrilátero 


176. Demuestren que si para un trapecio oxisten lascircunferencias ins- 

ela y circunscrita, la altura del trapecio es la media proporcional entro sus 
1a8es 

177. Las bases de un trapecio isóscoles son iguales a 21 y 9 cm, la altura, 
a 8 cm. Hallen el radio de la cirennforencia circunscrita a dicho trapecio. 

178. Las bases de un trapecio isóscoles son a y b, el ángulo agudo, a. Ha- 
len el radio de la circunferencia circunscrita a dicho trapecio. 

179. Dos vérticos de wn cuadrado yacen en la circunferencia de radio /% 
y las otras dos, en la tangente a dicha circunferencia. Hallen el lado del cuadrado. 
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180. El ángulo agudo A del rombo ABCD es igual a «. Hallen la razón 
entre el radio de la circunferencia inscrita en el rombo y el radio de la circun- 
Serencia inscrita en el triángulo ABC. 

181. Un trapecio está circunscrito a una circunferencia. Hallen los ángulos 
del apeló si conocemos que la razón entre su lado lateral y su base menor es 
igual a ko 

182. Un trapecio con ángulos agudos a y, P está cirounserito a una ciroun- 
ferencia. Hallen la razón entre el perímetro del trapecio y la longitud de la cir- 
cunferencia. 

183. a) Domvéstron el teorema de Ptolomeo: si los lados opuestos do un 
cuadrilátero inserito en una cirvanterencia son igualos 0, e y m y les diago- 
nales, dy y da, ad +- cm == dida; b) empleando ol teorema de Ptolomeo demostrar 
la afirmación del problema 140. 

184, Demuestren que la suma de los productos de las alturas de un trián= 
gulo ocutángulo por sus segmentos desde el ortocontro hasta los vértices es 
igual a la semisuma de los cuadrados de los lados. 

185. En la hipotenusa de un trióngulo rectángulo, como sobro un lado, se 
ha construido un cuadrado fuera del triángulo). El centro del cuadrado está 
ynido con el vértice del ángulo recto dol triángulo, ¿En qué sogmentos se divide 
la hipotemusa si los catetos son iguales a 21 y 28 cm? 

86. Una circunforencia es tangento a dos lados adyacentes de un cuadrado 

divide cada uno de los otros dos en segmentos de 2 y 23 cm. Hallen el radio de 
la circunferencia. 

187. En el rombo ABCD con lado de 4 cm y ángulo BAD igual a 60%, 
está inscrita una circunferencia. A olla so ha trazado una tangente que corta 48 
en el punto P y AD en el punto 0. Hallen PB y 0D si PO = 2 cm. 

188, La razón éntre el radio de la circunferencia, cirennscrita a un trape= 
cio, y el radio de la circunferencia inscrita es igual a k. Hallen el ángulo agudo 
del' trapecio. 

89. En una circunferencia está inscrito el cuadrilátero ABCD, cuyas dia- 
gonales son perpendiculares entre si y concurren en el punto E. La recta que 
pasa por E y es perpendicular a AB, interseca CD en el punto M. Hallen £M 
si AD=8 cm, AB=4 om y ZCDB=«. 

190. En una circunferencia está inscrito el cuadrilátero ABCD, cuyas 
diagonalos.son perpendiculares entre sí y se cortan en el punto E. La recta que 
pasa por E y el punto medio del lado CD interseca AB en el punto 1/. Halen 
MB si ED =60cm, BE =5 cm y ZADB = 0. 


191. En el cuadrilátero convexo ABCD el lado AB es igual e BC, 





a 12 E; CD, a 6. Sabemos que el ángulo DAR es agudo, ADC, obtuso, 


con la particularidad de que senZDAB==E>, cos LADC=—¿3, La cir 
cunferencia con centro 'en el punto O es tangente a los lados BC, CD y AD. 
Ballen Ja Jargura del segmento OC. 


Y, Diferentes problemas 


92. Desde el punto € se han trazado a una eroynforencia dos tangentes CA 
y CB quo entre sí forman un ángulo do 60. En el triángulo curviláneo, formado 
con estas tangentos y el arco monor AB, está inscrita una circunferencia. 
muestren que la longitud de eso arco es igual a la de la cirounforencia Ínsori 

193. Un rectángulo con lados de 36 y 48 cu se divido por Ja diagonal eo 
dos triángulos. En cada uno de ellos está inscrita una circunferencia. Halen 
las distancias entre sus centros. 
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194. Dos circunferencias de radios 16 y 9:em son Langentos oxtorioros, Cal- 
culen el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo curvilíneo situado 
entre las circunferencias y su tangente externa común. 

195. La cuorda de G cm de largura divido una circunferencia en dos seg- 
mentos. En el menor de ellos está inscrito un cuadrado cuyo lado es igual a 20m. 
Hallen el radio de la circunferencia, 

196, Dos círculos de radio R' están situados de tal forma que la distancia 
entre sus centros es igual a R, En la intersección de los círculos está inscrito 
wn cuadrado, Hallen el lado del cuadrado, 

197, En el sector circular, cuyo ángulo os igual a 22, está insorita una cir 
<unferencia. Hallen la razón entro los radios do la circunferencia Ínscrita y el 
sector. 

198. En el sector AOB de un círculo de radio A con ángulo central a está 
inscrito un triángulo regular, Uno de los vértices de éste yaco en el punto medio 
del arco AB y los otros dos, en los radios OA y OB, Hallon el lado dol triángulo. 

199. Elarco do una circunferencia de raclio A está comprendido en el ángu= 


lo contral 2a (a <>) . La cuerda de esto arco divido la circunferencia on, dos 


segmentos. En el menor do ellos está inscrito un cuadrado, Hallen el lado dol 
cuadrado. 
200. El arco de una circunferencia de radio fl está comprendido en el ángulo 


central 22 (96 <+) La cuerda de dicho arco divide la circunforencia on dos 


segmentos. En el menor de ellos está inscrito un triángulo regular de modo que 
uno de sus vértices coincide con el punto medio dol arco y los otros dos, yacen 
en la cuerda del segmento. Hallen el lado del triángulo. 

201. El arco de una cirownferencia de radio R está comprendido en el 


ángulocentral 20(u <F) ¿La cuerda do esto arco divido la circunferencia en 


dos segmentos. En el mayor de ellos está inscrito un triángulo regular de forma 
que uno de sus vértices coincide con el punto medio de la cuerda y los otros dos, 
yacen en cl arco. Hallen el lado del triángulo, 

202. En un triángulo isóscoles está inscrita una circunferencia de radio a. 
Otra circunferencia de radio 5 es tangente a los tados latorales del triángulo 
y a Ja circunferencia inscrita. Hallen la base del triángulo, 

203. En el segmento AC de 12 cm do longitud so ha tomado el punto 2 
de forma que 48 =4 cm. En AC y ÁB, como en el diámetro, so han trazado 
circunferencias. Hallen el radio de la citeunferencia tangonte a las dos dadas 
y al segmento AC. 

204. La baso de un triángulo isóscelos es b, el ángulo on la baso, a. En el 
triángulo ostá inscrita una circunferencia, La segunda circunferencia es tan- 
gente a la primera y a los lados laterales del triángulo, Hallen ol radío de la 
segunda circunferencia. 


205. En una circunferencia de radio R con contro en O, se han trazado 
los radios OA y OB de forma que L A0B=a ($ <a <x). 


Hallon el radio de la oirouhforoncia tangente al urco 43 del sector OAB, a la 
cuerda 48 y a la bisectriz del ángulo A0B, E 

200, Dos círculos jguales do radio a están situados do manera que la dis- 
tancia entre sus centros es igual a a. La intersocción do los círculos está dlivi- 
dída por la linca de los centros on dos triángulos curvilíneos on uno do los cua- 
les está inscríta una cireunforencia. Hallen la longitud del segmento que uno 
los puntos de tangencia dela circunferencia Inscrita con las dos clecunterencios 

adas, 

207. Del punto 4 a la circunferencia con el centro en O y radío de 2 cm, 

se ha trazado lo tangente AX. El segmento OA Íntorscca la circunferencia en 
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el punto M y forma con la tangente un ángulo do 69”, Hallen ol radio de la cir 
cunferencia inscrita en el triángulo curvilíneo MKA. 

208, Del punto A, alejado del centro O de una circunferencia de radio r 
a una distancia a (a > 1), Se traza un rayo que forma un ángulo de 60? con el 
rayo AO y que interáeca la circunferencia en dos puntos X y P (K yaco entre 
4 y P). Halen el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo curvilíneo 
MIA. 'dondo M es el punto do intersección de ln clrcunforencia con el seg 
mento A0. 

209. La baso de un triángulo istoceles es igual a, el ángulo en la Dase, a a. 
En ol triángulo está inscrita una circunferonola, Otra circunforoncia es tangente 
a la primora, a la baso y al lado Jateral del triángulo. Hallen ol radio de la se- 
gunda circunferen 

210. Una circunferencia ostá circunscrita al triángulo isósceles de base » 

ángulo on ella e. La segunda circunferencia es tangente a la primera y a los 
Tados latoratos dol triángulo. Hailen el radio de la segunda circunferencia. 

211. En el segmento de una circunferencia de radio R? y ángulo central 
ala < 1) están inscritas dos circunferencias iguales, tangentes entre sí. Halen 
sus radios. 

212. Los puntos D, K y M yacen on los lados AB, BO y AC, respectivas 
rento, del triángulo ABC. Domuestron que las cireunferencias circunscrita 
a los iriángulos ADM, BDK y CKM concurren on un punto, 

213. Desde el punto C se han trazado dos tangentes AC y BC a la cirow 
foroncia de radio 12 cx con centro en ol punto O. En el triángulo ABC está ins- 
crita una circunferencia con centro en O, tangente a los lados AC y 2C en los 
puntos K y H. Hallen el ZAOB si la distancia desde el punto O, hosta la recta 
XA es igual a 3 cm. 

214. Desde el centro O de una circunferencia de radio RR se han trazado los 
radios OA y OB de modo que 4408 = a (u < 1). En ol segmento menor del 
círculo, cortado por la cuerda 48, está inscrito un triángulo regular. Uno de 
los Jados do éste es perpendicular a la cuerda AB. Hallon el lado del triángulo. 

215. En una circunferencia de radio r se han trazado el diámetro AB y la 
cuerda AC. En el triángulo curvilíneo formado está inscrita una circunferencia. 
Hallen su radio si ZCAB= 0. 

216, En una circunferencia con el centro en O, el radio OM y la cuerda KP 


se cortan en el punto A, con la particularidad de que ¿MAX =a (a 


En el triángulo curvilineo formado MAX está inscrita una circunferencia, “Ha 
llon su radio si OM =r, 04 = a. 

217. Desde el punto 4 do una circunferencia de radio », so han trazado el 
diámetro AD y dos cuerdas AB y AC. Hallen el radío do la circunferencia tan- 
gente a las cuerdas AB y AC y el arco BC si AB =b, ZBAC =0ay AB >AC. 

218. En un lado del ángulo a so dan dos puntos, desdo los cuales la dis- 
tancia hasta el otro lado del ángulo es b y e ('< c). Ha)len ol radio de la cir- 
eunierencia que pasa por ostos dos puntos y que os tangente al otro lado del 

ingulo, 
* 20. El ángulo 403 os igual a a. La circunferencia vs tnngento al lado 40 
en el punto € y corta ol lado OB en los puntos D y £, Hallen DE y el radio de 
la circunferencia si sabemos que OC = a y OD =b (0> 0). 
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EJEMPLO 1. El punto A es el ortocentro del triángulo ABC. En 
la recta CH se ha tomado un punto XK tal que ABK es un triángulo 
rectángulo. Demuestren que el área del AABK es la media propor- 
cional entre las árcas de los trióngulos ABC y ABI (fig. 55). 
40290 
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SOLUCION. Introduzcamos las anotaciones: Sapx=5, Sanc=S,, 
Saon =Sy: Entonces, S=-7 AB-KD, S,=-p AB-CD, S,=-4 AB x 

XHD. Hay que demostrar que 
s=V 33, (1) 


es decir, que FABRDA/ FAB:CD-2-AB-HD o bien, que 


KD*=CD-HD. (e) 


Pero el triángulo ABK es rectángulo y, por ello, KD*=BD-AD 
(Leoroma Ga). Así, pues, la igualdad (2) será establecida si demos- 





B 
Cc 
SS ; 
B D A EX HKE e 
Fig. 55 Fig. 56 
BD DIT 


tramos que BD-AD=CD-DH o bien que Ep =25-. La última 


igualdad se desprende con suficiente evidencia de la semejanza de 
los triángulos rectángulos BCD y HDA (en éstos, LBCD y ZHAD 
son iguales como ángulos con Jados perpendiculares entre sí, ya que 
AE es la altura del triángulo). Esto signi- 
M fica que la igualdad (2), así como también 

la (1), quedan demostradas. 
FIEMPLO 2, Conociendo las medianas Ma, 
A C ma y m de un triángulo calculemos su área. 
soLUCIÓN. Ante todo, soñalemos que 


% Same =3 Sano (fig. 56). En ofecto, la 


base AC de estos triángulos es común y, 
por consiguiente, la razón de sus áreas será 
como la de las alturas MX y BH (toore- 
ma 18). Pero de la semejanza de los triángulos MKE y BHE llegamos 


: 3 (teorema 3b). 


Fig. 57 





a la conclusión de queja =Je y ME : BE = 


Así, pues, el área buscada S es igual a 38 arc. 
Examinemos el triángulo AMC (fig. 57). En 6l conocemos dos 
lados: AM= Zas MC=2 m, y la mediana ME =-+ my (de muevo 


5 4, Áreas de las figuras planas 51 





hacemos uso del teorema 3h), Duplicamos la mediana hasta conver- 
tir el triángulo en el paralelogramo MCPA, después de lo cual 


obtenemos: Samc=Sucr=-F Sawco- En el triángulo MCP son 


conocidos tres lados: Em, L my, Fm, 05 decir, el área del 


wiángulo MCP puede hallarse con ayuda de la fórmula de Horón 
(teorema__ 190). Do modo que S =3Syyg = ISyoo 


1 1 
=3Y/ Lim+m+mo)oL (mtm mo):> (mam, my) x 
A —— AAN OA A 

xY Lmim am) => Vio F Fm) (ma Fm) % 
xV (7, Fm) (mm mo. 

Erempro 9. Hallemos el área de un triángulo con ángulos a, P, Y, 
sabiendo que las distancias desde el punto arbitrario MM, tomado 
dentro del triángulo, hasta sus lados son iguales a 1, n y li tospoctiva- 


mento, (fig. 58). 
sorucióN, El área S del triángulo ABC es posible de hallar con 








2 


Ja fórmula S == AC-BC-son y, pero, para ello, hay que hallar 
AC y BC. Hagamos BC = x. Entonces, de acuerdo con el teorema 


AC BC _ AB a " 
LA o de donde hallamos: 





de los senos (teorema 8) 

— zsenp z sen y 
AC= nao AB oa 

Así, pues, el problema se reduce a la búsqueda de z. Para confec- 
cionar las ecuaciones empleamos el método de las áreas (véase el 
$ 1): elegimos como elemento de referencia el área S del triángulo 
ABC. 
Por un lado, tenemos: 


Sh A0-BC50my => son y Erbsny 














sena sona 


Por otro Jado, S= Saro +Soro +Samc=+ AB-k 4H BOX 








— 2 son y + n son a + m sen B) 


sona 
Así, pues, ESUbeny zlesenynsenadmsmb) do donde 


sen 2 son a 


a 
— Hesen y den sen ade m sen P 


hallamos: s 
Son P sen y 

Poniendo este valor de z en la primera de las fórmulas señaladas 
más arriba para el área del triángulo ABC, obtenemo: 


5 Zsenbfiseny _ (sen y mson + me sen $)! 
Zsena ——Zsemasenpseny 
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roempro 4 En el triángulo ABC, en Jos lados AB y BC, se hon 
tomado los puntos X y P de forma que AX : BK =1:2,CP: PB = 
: 1. Las rectas AP y CK se cortan en el punto £. Hallomos el 
área del triángulo ABC Si sabemos que el área del triángulo BEC es 
igual a 4 cmé (fig. 59). 








Fig. 58 Fig. 59 
soLución. Hagamos AK ==, BK=2x, BP=Y, CP=2y y tra 
comos PM || KC. Según el tie de Fales == De 


MK 
modo que BM=2E, KM= 
A continuación, los idendalas AKE y AMP son semejantes, 








por lo que JE =4£, os decir, EE =—7=2 y, por consi- 
s 
Br 1 
gueno, KE=3-MP. Por otro Jado, h7= a MP= 
= y KC. Como resultado, obtenemos que KE=2 KC y, por esta tazón, 
EC=% KC, 


Analicemos los triángulos BEC y BKC. En ellos, la altura 
trazada desde el vértice B es común, lo que significa que sus áreas 
se relacionan como sus bases KC y EC (teorema 18), es decir, 


S KO _1 NA 
E == - Pero Sago=4 cm, por consiguiento, Saxo = 


=7:4=3 em, 
Por fin, examinemos los triángulos BXC y ABC. En ellos, la 
altura trazada desde el vértice C 5 Era y sus áreas so rela- 
y SaBC A la 
cionan como las bases: Sano BR AS 
Como resultado, obtenemos: Sas =3 Sbxe + 4700. 
EJEMPLO 5. En el triángulo ABC (AB = BC) el ángulo A es igual 


a arctg ¿2 La cirounferoncia do radio igual a 1 cm es tangente a los 
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lados AB y BC e interseca la base AC en los puntos E y K (E yace 
entre A y K). M es el punto de tangencia de la circunferencia y la 
recta BA, AM =% cm. Calculemos ol área del triángulo AMK. 

soLUCIÓN, Antetodo, hay que hacer cálculos con el fin de aclarar 
dónde yace el centro de la circunferencia (por ahora, sólo está claro 
que él se encuentra en la altura 3/1 del triángulo isósceles ABC, ya 
que BA y BC son tangentes a la circunferencia y, por lo tanto, el 
centro de ésta yace en la bisectriz del ángulo entre las rectas) (teoró- 
ma 12b). 


M, 





nE o KC 
Fig. 60 Fig. 61 
Introduzcamos la anotación: ZBAC=0 (fig. 60). Tracemos el 
radio OM al punto de tangencia, entonces el ángulo BOM tam- 
bién es igual a a. De acuerdo con el planteamiento 1ga=-É. 
Empleando la fórmula tea. hallamos: cosa, 


entonces sen a == (ga cosa ==. 
Del triángulo BOM hallamos: B0= 2% 


q 
cosa 15 150 








ds tga=-5. Seguidamente, AB =AM+BM=- $4 
e ESA 
7, BH=AB soma 0. 1 

Esto significa que BA = BO y, por esta razón, los puntos O y H 
coinciden y para la posterior resolución del problema hay que hacer 
una, mueva figura (Qorrecta) (lg. 51) 

El área del triángulo AMK ha de buscarse con la fórmula 
S=-7 AM-AK-sona. Sabemos que AM=-E om, sona. Do 
esto modo, el problema 'se reduce a buscar el segmento AX. 

Hagamos uso de que AM?%=AE-AK (teorema 4160). Hagamos 


AE=x, entonces AK=24-x y obtenemos la ecuación -= 


—2 (24), de donde 2=2. 


54 Capítulo 1. Planimetría 





En tal caso, AK=--42=-2 om y, por consiguiente, Sax = 


4 4.145,25 8 _915 
== AM. AK osas + qt Fo". 

esempLo 6. Por el punto medio de la diagonal BD del cuadrilá- 
tero ABCD se ha trazado una recta paralela a la diagonal AC. Esta 
recta interseca el lado AD en el punto E. Demostremos que la recta 
CE divide el cuadrilátero ABCD 
en dos partes equivalentes (de 
áreas iguales) (fig. 62). 

soLución, Hay que demostrar 
que el área del cuadrilátero 
ABCE es igual a la mitad del 
área del cuadrilátero ABCD, lo 
gue significará que las áreas de 
las figuras ABCE y CED son 
iguales, es decir, que ellas son 
equivalentes. 

Hemos de indicar que el 
cuadrilátero ABCE es equivalente 
al cuadrilátero ABCM, donde M es cualquier punto en la recta EP: 
en efecto, en los triángulos ACE y ACM la base es común y las 
alturas iguales, ya que los puntos £ y M yacen en una misma recta 
paralela a la base AC. Esta observación nos sugiere sustituir el 
cuadrilátero ABCE por el cuadrilátero ABCK, equivalente a él, 
donde XK es un punto en EP elegido de modo espocial. Como K elija: 
mos el punto medio de la diagonal BD (fig. 63). 


Tenemos: Sapox=-y AC-BK-sou a, donde a es el ángulo entro 
las diagonales (teorema 20b). Según el planteamiento BK= 
= 45D. Así, pues, 





Fig. 62 





Sanox=T-4C.L BD.sonu= (LAC-BD-son o) =-Sancos 





2 


que es lo que queríamos demostrar. 


ErempLO 7. El área del cuadrilátero convexo ABCD es igual a 
2 cm”. Sus lados han sido continuados: el lado AB tras el punto B| 


de forma que BL = 5 AB; 0l lado BC tras el punto C de forma que 
CP =1 BC; el lado CD tras ol punto D de forma que DE =$ CD; 


el lado DA tras el punto A do forma que AM =F AD. Hallon el 
área del cuadrilátero LPEM (tig. 64). 
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soLución. Induzcamos las anotaciones: AB=a, BC=b, CD= 
=c, DA=m. Examinomos el triángulo AML. En 6l AM=-Lm, 


Al=3a. Entonces su área S, será igual a LL mba sona, 
En ETE 


donde a=Z4 MAL. Comparemos esta' expresión con el área del 
y M 





Pig. 63 Fig. 64 


triángulo ABD] Sagp="2 AB: AD-sen(180*—0)=-F am sono. 


Vomos que SS pmp 
Por analogía, el área S¿ del triángulo CPE, está ligada con 
la del triángulo BCD mediante la relación S¿=- Sap. Do modo 


aesi+ SS rn0 + Spor) = Sanco=F:2= 50m”. De esta 
misma munera, si hacemos S¿=Syp, Si =Spepg» obtenemos: Sa + 
+8, =1,5cmP. 

Como _ resultado, Syupp =Sanco ES + SS + S > 
=2+15+4+15=5 com, 

EJEMPLO 8, Una circunferencia con centro en O está circunscrita 
al triángulo ABC con ángulo obtuso A. El radio 40 forma con la 
altura AH un ángulo de 30%. La continuación de la bisectriz AF 
interseca la circunferencia en el punto L y el radio AO intérseca RC 
en el punto £ (fig. 65). Calculen el área del cuadrilátero FEOL si 


sabemos que AL =4VYZ cm, AM =V2V3 em. 

soLucION. Si en el ejemplo 6 buscamos ol área del cuadrilátero 
con la fórmula conocida 20b y en él 7, como Ja suma de las áreas de 
las partes componentes, en el presente caso es conveniente considerar 
el cuadrilátero que nos interesa como la diferencia de los triángulos 
AOL y AFE. Es decir, Segoz = Sao — Sarg: Por ello, la poste- 
rior resolución del problema se reduce, on lo fundamental, al cálcu- 
lo, do diversos elementos (lados, ángulos) de los triángulos AOL y 

E. 
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Demostremos que OL || 42. Con este fin, señalemos que ZCAL = 
= ZLAB (según el planteamiento) y, por ello, UCL = UBL, Pero, 
entonces, son también iguales las cuerdas CL y BL (fig. 66), o sea, 
CBL es un triángulo isósceles. Mas el centro O de la circunferencia, 
circunscrita al triángulo isósceles CBL, yace en su altura KL. Es 
evidente, que LK |LAH y, por esta razón, OL || AH. En tal caso, 


LHAF = LALO = LLAO = 4 LHAO = 5-30 = 15". 


B 
o 


% L 
Fig. 65 Fig. 66 
8. 


Hagamos un resumen previo. Sabemos que el triángulo ALO es 
isósceles con ángulos 15, 45% 150* y lado AL, igual a 4 Y Z cm. 
Esto es suficiente para calcular su área. 

Según el teorema de los cosenos (teorema 7), tenemos: ALi=. 
=40%40L?—2.40.0L.cos150%, de donde, haciendo A0=0L= 


=R, obtenemos: (4V2D=R4 RRE, 
-32(2V3). 

A continuación, tenemos: S4oz =] A0-OL-sen 150%= Mi x 
xt=4.32 2/9 =8(2—V3) cm, 

Ahora, calculemos el áren del triángulo AFE. Tenemos: HE= 
Ang VIVIA, rm An q 15 =V2V3 (V 


FE=HE=HF=V2Y3 (E-24V3)=V273 2205. 
ds 278.400 VIVIÓ VIV 3=2 0 V3) ems, 
Como resultado, Spzo=8401—Sagr=8 (2-1 3)—2 (Y 3)= 
= 6(2—/3) cm, es 
EsempLo 9. En el pentágono ABCDE sabemos que AB =Y2, 
BC == CD, LABE = 45" y LDBE = 30”. Calculemos el área de 


2__ 
243 
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la figura sí a ella es posible circunscribir una circunferencia con radio 
de 1 cm (fig. 67). 

sowución, Calculemos el área del pentágono como la suma de 
las áreas de los triángulos ABE, BED y BCD. De acuerdo con el 
teorema do los senos, aplicado al triángulo ABE, hallamos que 


mar =2R, es decir, AE=V 1, Esto significa que ABE es un 





Fig. 67 Fig. 68 


triángulo isósceles rectángulo en el que AB=AE=V2, por lo 
que BE=2 y Sapp=-F AB-AE =1. 


Como BE=2, esta recta es el diámentro de la circunferencia. 
Así, pues, el triángulo BDE es rectángulo; de €l hallamos: DE= 
=1, 8D=V3, Sapy=2 BD-DE=-. 
Para finalizar, consideramos el triángulo BCD. En él BD= 

ID 


=V3. Según el teorema de los senos 
sen ZBCD==W 


A 
De aquí hallamos que Z BCD=120" y ZCBD=CDB=30". 
Ya que Pe =2R, hallamos que BC==CD=1 y 


mzacr 2% 0 sea, 





Sacp=-S BC.CD-sen £BCD => 11 YA 





es 
Como — resultado, obtenemos: Sj=tp 44 YA 


EJEMPLO 10, Los centros de cuatro círculos están situados en los 
vértices de un cuadrado con lado a; los radios son iguales a a. Calcu- 
len el área de la intersección de los círculos (fig. 68). 

soLución. Por consideraciones de simetría sigue que el cuadrilá- 
toro EXMP es un cuadrado. Esto significa, que la figura buscada es 
la unión de un cuadrado y cuatro segmentos iguales. Para calcular 
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el área de un segmento, ante todo, hay que hallar el correspondiente 
ángulo central. Como el triángulo AXD es equilátero, ZKAD = 
= 60%, es decir, Z BA K=30. Por analogía, obtenomos que ¿MAD= 
= 30%, y, por ello, ZKAM = 30”, Con el fin de hallar el área del 


segmento, aplicamos ol teorema 24 y se obtiono: Ssogm =- a? X 

x 1 
(5-7). 

Para hallar el lado del cuadrado EXMP, aplicamos al triángulo 
AKM ol teorema de los cosenos: KM? = AX? + AM? — 24K x 
x AM-cos 30%, es decir, KM% == al Ha? — 2a, Vis ar (2 VD. 

Como resultado, obtenemos: S =Scuna + 4Syogm= a? (2 V 3) + 
+20? (F-4) mal (1+4-V3) 

6 2 3 ¿ 

esemrLo 11. Una circunferencia es tangente a los lados AC y BC 

del triángulo ABC en los puntos D y Z, respectivamente, y tieno 





Cc 





Fig. 69 Fig. 70 


su centro en el lado AB. Hallemos el área del sector DOE si BC = 
=13 cm, AB= 14 cm, AC = 15 cm (fig. 69). 

SOLUCIÓN. Para buscar el radio dol sector empleamos el método 
de las áreas (véase el $ 1). Por un lado, el área S del triángulo ABC 
puede ser hallada con ayuda de la fórmula do Herón (teorema 190); 


S=84 emi, Por otro, S=Saoc + Broc == 4C-DO + 


+4 DC.0E (15 +48) r=44r. Así, pues, M4 r = 84, r= 
=6 cm. 

Con el fin de hallar el área del sector, hay que conocer su ángulo 
contra), o sea, DOE. Considerando el cuadrilátero ODCE llegamos 
a la conclusión de que ZDOE = n — y, dondo y »> ZACB, Según 
el teorema do los cosenos AB? = 4C* + BC? — 24C-BC-008 y. 
Esto significa, que 14? = 13? + 15* — 2:43.45-008 y, de donde 

' 
hallamos que cos y= ¡pgs por lo que y= arcos ¿pg 


Como resultado, obtenemos que el ángulo central del sector 
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es igual ax — ALCCOS 

Do acuerdo con el teorema 23, obtenemos: Sureror == X 
619 (narcos e) 18 (n—arocos de). 

EJEMPLO 12, Dentro del triángulo ABC, con lados a, b y e, se 
ha tomado el punto A de forma que desde ¿Ulos lados dol Estangiito 
se ven bajo diferentes ángulos. Mallemos AM + 14M + CAL (ig. 70). 

SOLUCION. A diferencia de log anteriores, en esto problemá no se' 
trata del cálculo dol área de una figura plana. Poro, a pesar de esto, 
como veremos, el área del triángulo será el medio para su resolución, 

Hagamos AM == zx, BM = y y CM == z. De acuerdo con el 
planteamiento ZAMB = LBMC = LAMC = 120”. El empleo 
del teorema de los cosonos con relación a cada uno de los triángulos 
AMB, BMC y AMC nos permite obtener el sistoma de ecuaciones: 

eor+y+ya, 
(Sostata 

0=+y day 

Seguidamente, tenemos: S=Samc=Sauc HS ame AH Sama = 

1 V3 
= + seson 120" +4 yz sen 120? 4-4 xy sen 120% =YÍ (ay + ya4 29). 
Así, pues, ay-+124+y2= =S , donde S =Y p(p—0)(p—D) (p—0) 

_akb+o 
(a 2 ) A 

Hay que hallar el valor de la suma z+y-+z. Tenemos: 
(ayi at] 2ay+ 2x2 + 2yz. Sumando las tres eQua= 

24 bA 
ciones del — sistema, , obtenemos: 2er CERES 


— L(ay+ 23412). 
Así, pues, (aeyeao= EEES yd (ay + 08 + ya) 


aber 3 45 age S 

A A 3 y, por lo tanto, 2-+ 
NET 

+uta= / HE 425 V/3, 


EJEMPLO 19. En el triángulo ABC conocemos que AC: BC = 
=2:1 y LC = arocos 2. En ol lado AC se toma el punto D do 


forma que CD : AD == 1:3. Hallen la razón ontre el radio do la 
circunferencia circunscrita al triángulo ABC y el radio do la circun- 
ferencia inscrita en ol triángulo ABD. 

SOLUCIÓN. Introduzcamos el parámetro auxiliar CD = a. Enton- 
ces, AD =3a, AC = úa, BC = 2a (fig. 71). 
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Para hallar el radio A? de la circunferencia cireunscrita al trián= 
gulo ABC calculemos el lado 48 según el teorema de los cosenos y, 
4 continuación, hagamos uso del teorema de los senos. Tenemos: 

AB? = AC? +- BC? — 2AC-BC.cos C, es de- 
A cir, AB? = 160? + 40? — 2:4a.20: Edo don- 


de hallamos que AB =2a Y 2. 
De acuerdo con el planteamiento, cos C= 


=+% o sea, sen c=yT=0st=M. 
Según el teorema de los senos ¿2 =2R, 


D, 2 V 2-4 


de modo que =2R, de donde halla- 











mos; R=% yr A 
El radio r de la circunferencia inscrita 
Fig. 71 en el triángulo ABD puode ser calculado 
3, donde S es el área, p, 
el semiperímetro del triángulo ABD. Wa, sibemños que AD=3a, 
AB=20V2. El lado BD se halla con ayuda del triángulo BCD, 
según el teorema de los senos: BD*=«" +40? —2-0:2a:, de dondo 
BD=aV2. Así, pues, pare vitovi_ se y 0 Y3. Elárca 
S del triángulo ABD se calcula con la fórmula de Herón; 
Ss=Vp6-AD (¿15 =BDj= 


Y AAA AA 
EA VA E A 
Y EA E. 


s avi ¿A 5 
Así, pues, pe UA TAS (24V2). 


con la fórmula r= 











PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 
L Arca del triángulo 


220. Demuestren que ol área do un triángulo es igual a Lmmy son a, 


donde: ma, mp, son las medianas, a, el ángulo entre ellas, 

221. “En el triángulo ABC son conocidos AC = 3 om, ZA = 30”, el radio 
de la circunferencia circunscrita, 2 cm. Demuestren que el área del AABC 
es menor que 3 cm. 
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222. Demuestren que S< E, donde » y e son los lados del trián= 


gulo, $, surárea, 

223. Los lados de un triángulo son iguales a 55, 55, 66 cm. Hallen ol área 
del triángulo cuyos vérticos sirven do base a las bisectrices do la figura dad: 

224. En triángulo ABC son conocidos los lados; AB += 13 cm, BC 
= 15 cm, AC= 14 cm. Se han trazado la altura BAT, la bisectriz BD, la m 
diana 24. Hallon: a) ol áren dol triángulo 87D; b) el área del triángulo 8MD; 
e) el área dol triángulo AMM. 

225. En cada una de las modianas do un trióngulo se ha tomado un punto 

ue divido la mediana en la razón 5 ; 1, contando desde el vértico. Hallen ol 

Arca dol triángulo con los vértices en dichos puntos si el área del triángulo ini- 
cial es igual a 64 emi, 

226 En un triángulo con base igual a a está inscrito un cuadrado, Hallen 
el área del triángulo sí conocemos que el lado del cuadrado es mayor que la 


mitad de la base del triángulo y el área del cuadrado constituye porto de la del 


triángulo. 

227, Una cirennforencia do radio 4 cm está circunscrita al triángulo ABC 
con ángulo: 2 = 60%. ll diámetro do la circunforoncin, perpondicular al lado 
BC, interseca AB en el punto M de forma que AM: BM =2:3. Hallen el 
área del Ariángulo. 

228, Hallen el área de un triángulo rectángulo con hipotenusa c si sabemos 
que la suma de los senos de sus ángulos agudos es igual a q. 

229, Hallen el área de un triángulo rectángulo con dngilo agudo « si sabe- 
'mos que la distancia desde el yértice del otro ángulo agudo hasta el centro de 
la circunferencia inscrita es igual A m. 

230. En el triángulo ocutángulo ABC son conocidos AB = e, la mediana 

UN < 90”). Hallen el área dol AABC. 
231. ¡co del ángulo a en la base de un triángulo isósceles so ha 
trazado una recta bajo. ol ángulo f a la base ($ < a) que divido el triángulo en 
dos partes. Hallen la razón entre las áreas de dichas partos. 

232. Por el punto medio del lado de un triángulo regular se ha trazado una 
recta quo forma con el mencionado lado el ángulo agudo a, Hallen la razón 
entre lás áreas de aquellas partes en las que la recta ha dividido el triángulo. 





n 

























233, En el triángulo ABC son conocidos dos ángulos: LA =a, ZC le 
Se han trazado la bisoctriz BD, la altura 84 y la mediana BM. Hallon: a) la 
rozón entre las áreas do los triángulos BD M y ABC; b) la razón entro las áreas 
delos triángulos 81741 y 480, e) la razón entro las ice delos triángulos BHD 
* C. 
a, 3%. Mallen el área del triángulo s se conocen sus lados a yb y la bisoctrz 
* 235, La mediana AD del triángulo ABC interseca ca el punto E la elreun: 
forencia circunscrita al triángulo. Hallen el área dol triángulo AC si sabomos 
que ZBAD = 60, AB + AD == DE, AE =0. 


236. Domuestren que $ < + xR%, donde S es el área del triángulo, R, 


el radio de la circunferencia circunsorita a él. 

237. Uno de los ángulos de un triángulo es igual a 60”, El punto de tangen- 
cia de la circunferencia inscrita divide el lado opuesto a dicho ángulo en los 
segmentos a y b. Halen el área dol triángulo. 

238. ln ol iriémgulo AC, dol punto M al lado 42 so han trazado las 
rectas MQ || AC y MP || AC. Hallon el área dol triángulo ABC si sabemos que 
el área del triángulo BMQ es igual a S, y la del triángulo AMP, a Sy. 

239. Por un punto tomado en el interior del triángulo, se han trazado rectas 
paralelas a sus lados. Ellas dividen el triángulo en 6 partos entro las que hay 
tros triángulos con áreas Sy, Sy y Sy» Hallen el ároa del triángulo inicial. 
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240. En un triángulo con lados de 18, 30 y 34 cm ostá inscrita una circun- 
ferencin. Hallen el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de tangoncia 

241. En una circunferencia está inscrito el triángulo ABC con lado AC = 
= 20 cm. Por el punto B está trazada una tangente a la cireunferencia distan- 
ciada de los puntos A y C a 25 y 16 cm, respectivamente. Hallen el área del 
triángulo ABC. 

242, Del punto M, situado en el interior del triángulo ABC, se bajan las 
Br ¡re ppal MD, ME PA MF a los lados AB, BC y AC, respectivamente. 

Hallon la razón entro las áreas do los triángulos ABC y DEF sí sabemos que 
AB=c BC=a AC=b ME=k, MF =m y MDw=n, 

243. En el triángulo ABC so han trazado las alturas AD, B£ y CF. Hallen 
la razón entre las Ároas de los triángulos D.££ y ABC si son conocidos los ángu- 
los del triángulo ABC: a, $ rA Y 

244. La cuerda A contíeno el arco de wna circunferencia cuya longitud 


08 iguala El dola cirounferencia. En dicho arco so toma el punto C, mientras 
que en la cuerda AB, el punto D. Hallon el área del triángulo ABC si sabemos 
que AD =2 cm, BD =4 cm y CD = VZ em. 

245. En ol iriángulo ABC "el ángulo € es igual a 60* y ol radio do da cir- 
cunferencia cirounscrita os igual a 2 3 om. En A2 so toma el punto D de for= 
ma que AD: DB =2:1,CD =2V2 cm, Mallen el área del triángulo ABC. 

246. En el triángulo ABC (AB = BC) el ángulo A es iguol a arcsenzz, 

13 


La circunferencia, cuyo centro está distanciado a zz cm del vértico B, es tan- 


gente a los lados AB en el punto X y BC, en P y corta en la base AC el segmen- 
to EF. Hallen el área del triángulo EPC si sabemos que PC 








em. 


3 
247. Al triángulo ABC está circunscrita una circunferencia. La tangente 
a ésta en el punto 8 interseca Ja recta 4C en el punto D (el punto C yace entre 





A y D). Hallen el área del triángulo 8CD si sabemos que Z BDC = arecos zp, 


BD = 29 cm y la distancia desde el centro do la circunferencia hasta AC es 
igual a 10 cm. 


11, Área del cuadrilátero 


248, Por los vérticos de un cuadrilátero se trazan rectas paralelas a sus 
diagonales. Dermvestren que el área del parnlologramo obtenido es dos veces 
mayor que la dol cuadrilátero dado, 

249. Los lados do un paralologramo son a y b, el ángulo entro ellos, a. 
Hallen el área del paralelogramo formado por los 'bisectrices de los ángulos 
internos de la Sigura A h 

250. La línea media de un trapecio isóscolos es igual a a, Jas diagonales 
son perpendiculares entro sí, Halen el área del trapecio. 

DS1 “Bl perímotro del trapecio os igual a $2 cm, la baso menor, a 1 cm. 
Halen el área: del trapecio si sabemos quo sus diagonales son las bisectrices de 
los ángulos obtusos. 

252. Las circunferencias de radios 4 y 8 cm, con sus centros on los puntos 
0, y Ox, se cortan en los puntos C y D, AL es la tangento externa común. Hallen 
ol! dren' del cujarilátero B/B40, sl sabemos que las tangentes a las circunteron- 
cias, trazadas en el punto C, son perpendiculares entre sí 

253. Dos sircunlerencias' Iguales de radio R, con $ 
O, y Oz, son tangentos exteriores, La rocta | interseca 





tros en los puntos 
chas circunferencias en 
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los puntos A, B, C y D de forma que AB = BC= CD, tallen el área dol 
cuadrilátero 0,4D0,- » 

254, Los lados de un triángulo son iguales a 20, 34 y 42 ómm. La altura que 
se encuentra en el interior del triángulo, está dividida en la razón 3 : 1, con- 
tando desdo ol vértice. Desde el punto de división está trazada una recta per= 
pendicular a la mencionada altura. Halen ol área del trapecio obtenido. 

255. Los lados do un triángulo son iguales a 20, 34 y 42 cm. Hallen ol área 
del paralelogramo inscrito si sabemos que su perímetro es igual a 45 cm. 

256. Las buses de un trapecio son iguales a 62 y 20 cm, los lados, a 45 y 
30 cm. Hallen el área de la figura. 

257, Las basos de un trapecio son iguules u 30 y 12 cm, las dingonales, 
a 20 y 34 om. Hallon el área de la figura. 

258. Una de las bases de un trapecio es igual a 7 cm. La circunferencia 
ipserita un úl divido uno de sus lados en segmentos de 4 y 9-cm. Halen el área 

el trapecio, 

254, En el trapocio ABCD K os ol punto medio de la baso AD, M, el punto 
medio do la base BC, BK, la bisectriz del ángulo ABC, DM, la bisectria del 
ángulo ADC. Mallon el área del trapecio ABCD si su perímetro es igual a 30 cm 
y LBAD = 0. 

260. En el cuadrilátero convexo ABCD £, E, P y K son los puntos medios 
de los lados 4B, BC, CD y AD, respoctivamento. Subemos que EP = KF. 
Halen el área del cuadrilátero ABCD si AC =15 em y BD = 20 cm, 

261. Halen el árca de un paralelogramo si sus lados son a y b (a>b) 
y el ángulo entre las diogonales, a. 

262. Hallen el área de un trapecio con ángulo agudo a en la base si sabe- 
mos que una do las bases do la figura es el diámotro de la circunferencia de 
radio R circunscrita al trapecio. 

263. En un trapecio con ángulos agudos a y $ está inscrito un círculo. 
Xollen la razón entro las árens del trapecio y el circulo. 

264. En el triángulo ABC so conocen los ángulos: LA =«, LB =B, 
LC = y y la altura 2D = 2. Como sobre su diámetro, en BD so traza una cir- 
cunferencia que corta los lados 48 y BC en los puntos £ y F. Mallen el área 
del cuadrilátero BFDE. 

265. La recta 1, paralela a la base AC del triángulo ABC, corta de él el 
triángulo BED, En el lado AC se toma al azar el punto M. Demuestren que el 
árca del cuadrilátoro BÉMD es la media proporcional entre las áreas de los 
triángulos ABC y.DBE. 

266, En el trapecio ABCD (AD || 8C) las diagonales concurren en el pun- 
to O, Halen el área del trapecio si se conoce quo el área dol triángulo AOD 
es igual a a? y la del triángulo BOC, a 0%, 

"267. En el rombo ABCD M, N, P y Q son los puntos medios de los lados 
AB, BC, CD y AD, respectivamente. Hallon ol área del cuadrilátero limitado 
por las rectas AN, BP, DM y CQ si el área del rombo es igual a 400 cm. 

268. Dos circunferencias de radios a y b son tangentes exteriores, A ellas 
so han irazado tangentes externas comunes. Hallen cl Área del euadrilátoro, 
cuyos vértices son las puntos de tangencia. 

269. Los dingonalos del cuadrilátero ABCD concurren on el punto O. 
Hallon el área del cuadrilátero sí sabemos quo las áreas de los triángulos 408, 
BOC y COD son iguales a 12, 18 y 24 cm?, respectivamente. 

270. Una circunferencia es tangente a los lados 48 y AD del rectángulo 
ABCD, pasa por el vértico € y corta el lodo DC en el punto X. Halen el ároa 
del cuadrilátero ABKD si AB = 9 cm, AD = 8 cm. 

271. Dentro del rectángulo ABCD se toma ol punto M de forma que AM = 
TD = 3 y CM = 0. Tinllen ol área do rectángulo ABCD si sabemos que 
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11. Área del polígono 


272. En los catetos AC y BC y la hipotenusa AB del triángulo tectángulo 
ABC, como en los lados, están construidos los cuadrados (fuera del triángulo) 
CMPA, BEFC y ADKB. Halen el área del hexágono DKEFMP sí AB'=< 
Y Sasm . 

243; En los lados AC, BC y AB del triángulo ABC están construidos los 
cuadrados CMPA, BEFC y ADKB. Halen el área dol hexágono DKEFMP 
si sabemos que AB = 13 cm, AC = 14 cm, BC = 15 cm. 

274, El cuadrado prefijado con lado a, está cortado por los ángulos de 
forma, qe se obtiene un eotágono regular. Hallen su área. 

275. Sea dado un cuadrado con lado a. En cada uno de sus lados, fuera de 
él, está construido un trapocio de forma que las basos superiores de éstos y sus 
lados forman un dodocágono regular. Hallen el área do esta figura. 

276. Una circunferencia está dividida en ocho partes con los puntos 4, B, 
C,D, E, F, P y K. Es conocido que VAB = UCD =VEF =UPK y 
UBC=UDE =yFP =UKA; además, VAB =2UBC. Hallon el área 
del octágono ABCDEFPK si el áren del efrculo es igual a 289 2 cmó. 

277. En un círculo do radio R está inscrito un triángulo regular y un cua- 
drado que tienen un vórtico común. Hallon ol Área de su intersección. 

278. Cada uno de los lados do un triángulo está dividido on tres partes en 
la razón 3 : 2 : 3. Hallen la razón entro el área dol hoxágono, cuyos vértices son 
los puntos de división, y el área del triángulo, 

279, El área del cuadrilátero ABCD es igual a 12 cm?. En los lados AB, 
20, CD y DA se toman los puntos F. Ko My E do forma que AF : FB =2:4, 
BK:KC=4:3, CM:MD=14:1 y DP: PA=1:5. Hallen el área del 
hexágono AFKCMP. 





IV. Árcas de figuras combinadas 


280. Los lados del triángulo son jgualos a 20, 34 y 42 cm. Halien la razón 
de las áreas de los cfreulos inscrito y circunscrito; 

281. El lado de un triángulo regular es igual a a. En 6l, como en su diá- 
metro, se ha construido un círculo. Hallen el área de aquella parte del triángulo 
que yace fuera del cfrenlo. 

82, Un círculo está inscrito en un triángulo regular. Con centro en uno 
de los vértices del triángulo se traza el segundo círculo, cuyo radio es igual a Ja 
mitad del lado de triángulo. ¿Qué parte dol ároa del triángulo constituyo el área 
de In intersección de los circulos? 

283. Dos circunforencias con radios a y b (a > b) son tungentes exterioros. 
A ellas Se traza una tangento externa común, Halen: a) el área del triángulo 
<urvilíneo obtenido; b) el área del círculo inscrito en ese triángulo, 

284. El lado de un triángulo rogular es igual a a. El centroido dol triángulo 


es el centro de un círoulo doradio $. Hallen el área de la parto del triángulo que 
3 


so encuentra fuera dol círculo. 

285. Dontro de un cuadrado con lado a, sobro cada lado como en su diá- 
metro, so construyen semicírculos. Hallon el área do la roseta obtenida. 

286. Cada una de las n circunferencias igualos os tangente a las dos vecinas. 
Hallon el árca de la figura limitada por los arcos más próximos entro sí de estas 
circunforencias si sabemos que el radio de la circunferencia, con la que todas las 
ejrcuntancias dadas son tangonios interiores, es igual aX y ques a) n= $ 

n= 4; 0) no. 6 

287. Dido un punto tomado en una circunferencia de radio R se han tra- 
zado dos cuerdas igualos; el ángulo entre éstas es igual a «. Halen el área de la 
parto del círculo contenida entre esas cuerdas. 
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288. Sea ABCDEK un hexágono regular con lado a y con su centro en el 
punto O. Se han trazado tres circunforencias: la primera, con centro on ol punto A, 
pasa por los puntos C y; la segunda, con.centro en el punto 8, pasa por los 
Juntos O y C; la tercera, con centro en dl púnto K, pasa por los puntos O y E. 
Pinilen cl'área de la figura limitada por las tros circunferencias mencionadas 
situada en el interior del hexágono, 

. Dos circunferencias de radios R y 2R están situadas de tal forma que 
la distancia: entre sus centros O, y Oz es igual a 2 /3. A ollas se han trazado 
tengontes comunes que concurren, en cierto punto del segmento 0,07. Hallen 
el área de la figura limitada por los sogmontos de las tangentes y los grandes 
arcos de las circunferoncias que unen los puntos de tangencia. 

290. La base do un triángulo es Igual a a, los ángulos en la base, 15% y 45. 
Con centro en el vértico opuesto a la baso del triángulo y con radio igual a la 
altura trazada desde dicho vértice se construye un círculo. Hallen el área de 
la parte de ésto situada dontro del triángulo. 

291, Dos círculos de igual radio están situados de forma que la distancia 
entro sus centros 63 igual al radio, Halen la razón entro ol área de la intersección 
de los círculos y la de un cundrado inscrito en ella, 

202, So da una somicircunforencia do diámotro AB. C es un punto arbitra. 
rio on el diámotro AB. Desdo el punto C so levanta una perpendicular CD al 
diámetro, hasta su intersección con la somicircunferencia en el punto D. En 
AC y CB, como en los diámetros, se construyen semicircunferencias situadas 
en el interior do la dada. Demuestren que ol 4rea de la gu limitada por las 
tres somicircun[erencias os igual a la del círculo construido en CD como en su 
diámetro. » 

293. En el triángulo ABC ZA =0, LB =$ y AC = b. Las alturas AD 
y BE concurren en el punto 17. Al triángulo IDE está cirounscrito un círculo. 
Hallen el área de la intersección del círculo y el triángulo. 

294. En el interior de un n-gono regular con lado a están situados n cír- 
culos iguales de forma que cada uno de ellos es tangente a dos otros y al lado 
del n-gono. Hallen el área de la «estrella» formada en el centro del n-gono. 

295. En el interior de un n-gono regular con lado a están situados n cít- 
culos iguales de forma que cada uno de ellos es tangente a dos lados adyacentes 
del n-gono y a otro3 dos círculos. Hallen el área de la «estrella» formada en el 
interior del »-gono. 











V, Diferentes problemas 


296. El árca de un triángulo os igual a 16 cm?, las medianas ma y my son 
¿galos a y 4 cm, respectivamente. Demuestre» quó stas medianas ¿on porpon- 
¡culares. 


297. En el interior de un nepopo regular so fosa al azar un punto. Desfo 
$ so bajan perpendiculares a los Jados o $us contimuacionos. Domuestren que la 
uma, do estas perpendiculares es una magnitud, eopstante, 

298. Por ol centroido del triángulo regular ABC so traza una recta paralela 
al lado AB. En esta recta, dentro dol triángulo, se toma al azar el punto M 
y desdo él se bajan las perpendiculares 1D, ME y MF a los lados AB, AC y BC, 


rospcctivamento. Demuestron quo MD = OrE + M4). 


299. Domuestren; que ++ L, dondo fi, My Ay son las alturas 
ñ O 
del triángulo; r, el radio de la cirountotencia inscrita. 


300. Sea D un punto interior del lado AC en el AABC, ry y ra, los radios 
de las circunferencias inscritas en los triángulos ABD y BDC, respectivamente, 


50200 
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E, al radio de la circunferencia inscrita en el triángulo ABC. Demuestren que 
r<r Ta 

301. El área del cuadrilátero convexo ABCD es igual a 3024 cm* y las 
diagonales, a 144 y 42 cm. Hallen la longitud del segmento que une los puntos 
medios de los lados AB y CD. 

302. El área de un triómgulo isóscoles es igual a $ y ol ángulo entre Jas me- 
dianas, trazadas a los lados Jaterales, a o. Hallen la base del triángulo, 

303. Los lados de un triángulo son a y b, el ángulo entro ellos y. Hallen: 
a) la bisectriz 1,; b) la altura hc. 

304. La baso de un triángulo es igual a a, la altura a A. Hallen lo suma de 
los Jados laterales sí sabemos que el ángulo entre ellos es igual a u, 

305. En un triángulo uno do los ángulos es igual a la diferencia entre los 
otros dos, la longitud del lado menor es Igual a £ cm y la suma de las áreas de 
los cuadrados, construidos en los oLros dos lados, es dos veces mayor que el área 
del cfreulo clrconscrito al triángulo. Hallen la longitud del lado mayor del 

'riángulo. 

306. En un triángulo son conocidos dos lados a y b (a> 5) y ol áren S. 
Halen sl ángulo entro la altura y la mediana trazadas desdá el vértico común 
do dos Jados dados, 

. Conociendo el área $ y los ángulos a, f y y del triángulo, hallen Ja 
Jongitud de la altura trazada desde ol vértico dol ángulo a. 

308, En el triángulo ABC está inscrita la cirounferencia tangente al lado 
AB en el punto M y al lado AC en ol N. Hallon ol ángulo BAC y cl radio de la 
circunferencia inscrita si AM = 1 cm, BM = G om y CN =7 cm. 

309. El árca del rectángulo 4BCD es igual a 48 cm* y la diagonal a 10 cm. 
El punto O está alejado de los vértices B y D a una distancia de 13 cru. Hallen 
la distancia desde el punto O hasta ol vértice del rectángulo más alejado de él. 

310. Los lados de un triángulo a, d y e forman una progresión aritmética 
creciente. Demuestren que ae = BRr, donde R y r, son los radios de Jas circun- 
ferencias circunscrita e inscrita, 

311. Las bases de un trapecio son a y b. HaJlen la longitud del segmento, 
paralelo a las, bases, contenido entro los lados laterales y que divide el trapecio 
en dos partes equivalentes. 

312. En el trapecio ABCD la base AD = BC = 12 cm. En la continuación 
de BC por el punto € se Loma el punto M4 de forma que ol área del triángulo, cor- 


tado del trapecio ABCD por la recta AM, es igual a + del área del trapecio. 


Hallen la longitud del segmento CM. 

313. Desde los vértices A y € del triángulo ocutángulo ABC se han bajado 
las alturas ÁD y CE. Es conocido que el área del triángulo ABC os igual a 
48 cm? y la del triángulo BDZ, a 2 em, La longitud del segmento DE es igual 
a 2/2. Calculen el radio de la circunterencia cirounsorita al triángulo ABC. 

314. Desde los vértices A y C del triángulo ocutángulo ABC se. bajon las 
alturos 4D y CE. Se sabo que ol, área del triángulo A/C es igual a 64 cm? 
y la del triángulo BDE, a 16 cm. Hallen la Jongitud del segmento DE si el 
radio de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC es igual a 10 Tem, 

315, En'ol triángulo ABC, cuya área es igual a 6 em”, en los lados AB 
y AC so han tomado los puntos X y Af, respectivamonte, do forma que AX ; BK= 
=2:3, AM: CM=5:3. Las rectas CK y BM concurren en el punto P. 
Hallon AB si la distancia desdo el punto P hasta la recta AB os igual a 1,5 cm 

316. Bn:el triámgulo isóscelos ADC (4% = BC) o ha trazado da bites 
AD. Halen AC si S, =$ Y Saroo = Sn 

317. En ol triángulo IBC el punto J/ es el orlocentro. Hallen el segmento 
AN si AB =13 cm, BC =44 cm y AC = 45 cm. 

318. Bl centro de la circunferencia inscrita en un triángulo está unido por 
segmentos cón los vértices del triángulo, Se obtienen tres triángulos con áreas 
28 y 15 em. Hallen los lados del trióngulo inicial, 
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319. En el triángulo ABC se conoco que BC: AC =3,,4C = y. En AB 
se Loman loa puntos P y K de forma que ZACD = ZDCK = LKCB. Hailen 
Ja relación CD : CK. 

320. En el triángulo ABC so ha trazado la mediana BD. Hallen la razón 
entre el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo ABD y el radio de 
la circunferencia inscrita en el triángulo ABC si AB =2, AC =8 y LBAC = 

0 


321, En el triángulo ABC so conoco que AC: BC =1;3, LACB = 


=arcíg Ya, En el lado AC so ha tomado ol punto D do forma que AC = CD. 


Hallen la razón entre el área del círculo circunscrito al triángulo ACD y el área 
del círculo inscrito en el triángulo ABD. 








$ 5. TRANSFORMACIONES GEOMÉTRICAS 


Aducimos ejemplos de aplicación de la simetría central, así como 
de la composición de la simetría central. 

resemPLO. 4. Por ur punto que yaco dentro de un círculo, traza- 
mos una cuerda de modo que ésta se divida por Ja mitad con el 
punto dado. 

SOLUCION, Cofistruyamos una circunferencia simétrica a la pre- 
fijada con relación al punto dado. La cuerda común de estas circun- 
ferencias será la buscada. 

EJEMPLO 2. Construyamos un pentágono según los puntos medios 
prefijados de sus lados. 

SOLUCION. Designemos los puntos medios de los lados del pentá- 
gono, que hemos de construir, con M, N, P, Q y K. Tomemos al 
azar el punto A y consideremos la compo- 5 AO 
sición de las simetrías centrales: Zy o Zqgo 
.ZpoZyoZy. ¿Qué hace esta composición 
con el purito A? Si designamos la compo- 
sición con 6, entonces 3 (4) == A (fig. 72). 





Sea ZpoZyoZy (4) =Z5(4), entonces A D 
Zu oZo9Z5(4)= Za (4). Construyan los 

paralelogramos MNPS y SQKA y, se- 

guidamente, la construcción del pentágono £ 

está clara. Fig. 72 


Aducimos ejemplos de simetría axial. 

EJEMPLO 3. Se dan dos circunferencias y la recta 1. Construyan 
un triángulo equilátero de forma que dos de sus vértices pertonezcan 
a Jas circunferencias dadas y otro do los vértices, a la recta l. 

SOLUCION. Supongamos que el AABC os el buscado (fig. 73). 
Como la altura AD del triángulo equilátero ABC pertenece a la 
recta l, los puntos B y C son simétricos con relación a dicha recta 
y yacen en las cirennferencias dadas 6, y 0%. 

Como el punto € pertenece a la circunferencia 6, y es simétrico 
al punto B, perteneciente a la circunferencia «, con relación a la 
recta 1, el punto C pertenece, asimismo, a la imagen de la circun- 
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ferencia «, durante la simetría respecto a la recta 1, Por consiguiente, 
el punto € es el punto común de la circunferencia y y de la imagen 
de la circunferencia w, con la simetría S,. De este modo, después 
de construir la circunferencia «y, simétrica a w; con relación a la 
recta 1, hallamos el punto C. 

A continuación, construimos el punto 2 como la imagen del 
punto C con la simetría S, y, después, el punto 4. 

Las construcciones realizadas al resolver este problema pueden 
realizarse en el siguiente orden: 1) construimos la imagen de la cir- 
cunferencia «w, con la simetría S¡; 2) hallamos los puntos de inter- 
sección de las circunferencias w; y 0%; 3) hallamos on la circunferencia 





Fig, 74 


4, las preimágenes de los puntos de intersección de las circunferencias 
«, y 0); 4) construimos el triángulo equilátero ABC, cuyo vértice A 
yace en la línea l. 

Si las circunferencias 0% y 0, se cortan, el problema tiene 4 solu- 
ciones. Si ellas son tangentes, el problema tiene 2 soluciones, Si la 
cirounferencia w, coincide con w,, el problema tiene una infinita 
cantidad de soluciones. Si las circunferencias wí y (wz No tienen 
puntos comunes, el problema no tiene solución, 

ESEMPLO 4. En el diámetro AB de un semicírculo so da el punto P 
y en su semicircunferencia, los puntos M, M, y N, N,, tales que 
ZLMPA =LM,PB; LNPA = ZN,PB. Domostromos que el pun- 
to Q, punto de intersección de las cuerdas MN, y M,N, portenece 
a la porpondicular trazada al diámetro 4B por el punto P. 

SOLUCIÓN. Construyamos los puntos M' y W” simétricos a M y N 
con relación a la recta AB (fig. 74). Entonces, ostará dado que los 
puntos M', P, M, yacen en una misma recta y, por analogía, los 
puntos N”, P, N, pertenecen a una misma recta. Al cuadrilátero 
PQN,M, puede circunscribirse una circunferencia y, por lo tanto, 
ZOPN, = LN,M,Q (ya que su suma es igual a 180%). A continua- 
ción, consideremos el cuadrilátero PQMNV que poseo la misma pro- 
piedad: ZNPQ = ZN MO. De la igualdad do los ángulos NMQ y 
N,M,Q se deduce que LNPQ = ZN,PO y que PQ LAB. 

Aducimos ejemplos de la aplicación del giro. 
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EsemPLo 5. Construyamos un triángulo equilátero, uno de cuyos 
vértices coincido con el punto dado A y los otros dos pertenecen a dos 
circunferencias prefijadas. 

SOLUCION. Construyamos la imagen de una de las circunferencias 
al girar a 60” con centro de giro ón el punto 4. El punto do inter- 
sección de la segunda de las circunferencias profijadas con la cir- 
un ferencia construida es el segundo vértice del triángulo. 

EJEMPLO 6. En los lados AB y BC del triángulo ABC, como sobre 
us bases, se construyen los cuadrados ABMN y BCQP, orientados 


z 
z 


fa) (6) 
Fig. 75 


del mismo modo. Designemos sus centros con O, y Oz, el punto modio 
de AC con K y el del segmento MP, con L. Domostremos que el 
cuadrilátero O,LO,K es un cuadrado. 

soLucIoN. Consideremos el caso cuando los cuadrados prefijados 
están situados en el ámbito exterior con relación al triángulo ABC. 
Señalemos, que la composición EAN o RE” traspasa el punto A 
al C, por lo que REORE” = RÍE". De aquí so desprende que el 
triángulo 0,0¿K es rectángulo e isóscolos. 

Por analogía, RO + RD) =R¿?”, por lo que el triángulo 0,0,L 
también os rectángulo o isósceles (4.1 = 90”). Por lo tanto, O,LO¿K 
es un cuadrado (fig. 75, a). 

En el caso cuando los cuadrados ostán situados por el otro lado 
de 4B y BC, el problema se resuelvo de modo análogo (fig. 75, b). 

Aducimos ejemplos de la aplicación de la traslación paralela. 

psemLo 7. Dos rectas paralelas p y q se cortan por una tercera 
recta s. Construyamos un triángulo equilátero con el lado profijado 
de modo que sus vértices pertenezcan a las rectas p, q y $. 
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soLución. Del punto arbitrario A,, mediante la recta q con un 
radio igual a la longitud del segmento dado tracemos una circun- 
ferencia y hallemos el punto C, de intersección de ésta con la recta p; 
construimos el triángulo equilátero 4,,C, (fig. 76). Por el punto B, 
trazamos la recta h || p y designamos con B el punto de intersección 
de las rectas h y s. Á continuación, efectuamos la traslación paralela 
y del triángulo 4,B,C,, donde v «== B,B. El problema puede tener 
o dos soluciones, o bien ninguna. 

EJEMPLO 8. Se dan las circunferencias 6, y 0, y la recta l. Trace- 
mos una recta paralela a 1, en la que las circunferencias w, y 0% 
cortan iguales cuerdas, 

SOLUCION. Supongamos que la recta 1” (fig. 77) corta en las cir- 
cunferencias dadas iguales cuerdas AB y A4'B”. Entonces, los puntos 











a B h 
P 
G 7 
ES 
ls. a Ay 
Fig. 76 Fig. 77 


A y A”, B y E" pueden considerarse como los correspondientes con la 
traslación paralela 7 ¿zzz donde 0,0, es un vector, cuyo origen es 
el punto O,, es decir, el centro de la circunferencia «,, en tanto que 
0; es el centro de la cireunferoncia (0%. 

Como el punto 4' es la imagen del punto A, perteneciente a la 
circunferencia «,, A” pertenece a la imagen de la circunferencia (/. 
Por consiguiento, A” es un punto común de las circunferencias ws y 
wí con la traslación paralela 7 zz: 

Después de construir el punto 4”, en la circunferencia (0, hallamos 
su preimagen. La recta A4” sorá la recta 1 buscada, 

Si las circunferencias 6, y ws coinciden, el problema tiene un 
conjunto infinito de soluciones. En todos los demás casos, el proble- 
ma tiene no más de una solución. 

Aducimos ejemplos de aplicación de la homotecia. 

mempLo 9. En el trapecio ABCD trazamos las diagonales AC 
y BD que se cortan en el punto M (4B y CD son las bases del tra» 
pecio). Demostremos que las áreas de los triángulos ABM y CDM 
son iguales, correspondientemente, a Sa y S, y que con el área $ 


del trapecio están ligadas con la relación Y 3, + Y 52 =V5. 
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soLucióN. Sea N el punto de intersección de la recta AB con la 

recta que pasa por el punto C, paralela a DB (fig, 78). El área del 

triángulo ACN es igual al área S del trapecio dado. Tracemos BF || 

ILAC. El área del triángulo BFN es igual al área S, del triángulo 

DMC. Los triángulos AMB y BFN son homotéticos al triángulo 

'ACN con coeficientes k, y %,, con la particularidad de que k, + ka = 
VE a 


=4. Poro ly = YE y ha = Te por lo que V3, + V3, =V3. 


esempLo 10. En el triángulo AZC está inscrita la; circunferencia, 
tangente en el punto M a la recta AB. Soa que el punto M, es dia- 





Pa 





Fig. 78 


metralmente opuesto al punto M en la circunferencia inscrita. Demos- 
tremos que la recta CM, corta la recta AB en tal punto C, que 
AC + AC, =BC + BC, 

SOLUCIÓN. Construyamos una tangente a la circunferencia en el 
punto M, que interseca AC en el punto A, y BC en el punto 
(tig. 79), En tal caso, queda claro que CA, + 4,M, =CB, + BM,» 
A continuación, hacemos uso de que los triángulos ABC y ArBBC1 
son homotéticos, ya que las rectas AB y A,B, son perpendiculares 
al diámetro MM, y, por lo tanto, 48 [| 4,B,. 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


1. Simetría rospecto a un punto 


322, Están dados una recta, un segmento y el punto O. Construyan el seg- 
mento de forma que sus extremos pertenezcan a la recta y al segmento dados 
y que O sea su punto medio, 

323. En el triángulo ABC se han trazado las medianas Ady, BB, y CC, 
que se cortan on el punto A. 2, Q y R son los puntos medios de los segmentos 
AM, BM y CM. Domuostren que el AÁ¡B,C, = APOR. 

'324. "Construyan un triángulo según dos de sus lados y la mediana al ter- 
cero. ¿En qué límites puede variar la longitud do la modiana sí las longitudes 
de los lados del triángulo son a y 0? 

325. M, N y K son los puntos medios de los segmentos. un extremo de 
los cuales es el vértico del triángulo ABC y el otro, el punto de intersección de 
Jas medianas. Demuestren que el triángulo cuyos vértices son los puntos de 
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intersección de las rectas que contienen los Fania M, N y K, paralelas a Jos 
respectivos lados del triángulo ABC, es igual a éste. 

326. Están dados dos circunlerencias y el punto P. Construyan un paralo- 
logramo de forma que sus vértices pertenezcan a las circunferencias dadas y el 
punto P sea la intersección de las diagonales del paralelogramo. 

327. La recta que contiene el punto de intersección de las diagonales del 
paralelogramo ABCD corta en sus lados los segmentos BE y DF. Demuostren 
que éstos son iguales. 

10328. Construyan una recto que divida un paralelogramo en dos pastos equi- 
valentes. 

329. De los extromos del diámetro BC de la circunferencia con el centro 
en O, se han trazado dos cuerdas iguales BA y CD de forma que BA y CD no 
se intersecan y yacen por diferentes lados de BC, Demuestren que OA y OD 
pertenecen a vna misma recta y que DO = 04. 

330. A una circunferencia se circunscribo un hexágono con lados opuestos 
paralelos, Demuestren que estos lados del hexágono son iguales. 

331. Los lados opuestos del hexágono convexo ABCDEF son 
e iguales a paros, ¿Qué parto del área del hexágono constituye el área 
gulo ACE? 

332. En una circunferencia se dan los puntos A y B y en la recta 2, el pun- 
to 47. Ylallen en la circunferencia semejanto punto X que las rectas AX y AX 
corten la recta 2 en puntos situados a iguales distancias del punto M7. 

333. Por el punto J£ del ángulo 48€, que no pertenece a sus lados, tracen 
no Secente de modo quo se obtenga un triángulo de la monor ároa, 

334. A una circunferencia se há circunscrito un octágono cuyos lados opues- 
tos son paralelos a pares. Demuestren que los lados opuestos del octágono son 
iguales a pares. 

335, Se dan el triángulo ABC y cierto punto X. Construyan el paralelo- 
gramo BXCY y, a continuación, otro paralelogramo YXAZ, Demuostren que 
existe la homotecia que traslada el punto X al Z y hallen la razón de homo- 
tecia y el centro, 

336. inscriban en el cuadrilátero dado un paralologramo a condición de 
que dos vértices de éste están fijados y portenecón: a) a los lados opuestos; 
») a los lados adyacentes del cuadrilátero. 

337, La mediana CM del triángulo ABC forma con los lados AC y BC 
los ángulos a y f, respectivamente. ¿Cuál de ostos ángulos es mayor si AC < BC? 








II, Simetría respecto a una recta 


338, Construyan un pentágono quo tenga; a) un eje de simetría; b) más de 
un eje de simetría. 

339. Por el punto dado tracen una recta que corte las dos reotas dadas bajo 
diferentes ángulos. 

340, Construyon un triángulo según un lado, la diferencia de los otros 
dos lados. y el ángulo entre el primer lndo y el mayor do los otros dos. 

341, Construyan un triángulo según dos lados y la diferencia entre los ángulos 
opuestos a ollas. 

342, Dentro de un ángulo agudo se da el punto 2. Construyan el trián= 

lo MA de perímetro minimo, cuyos vértices A y A yacen en los lados del 

'ngulo, 

343. Construyan el cuadrilátero convexo ABC. que sólo tenga un eje de 
simetría: la recia BD. 

344. ¿Es posible construir un pentágono tal que su diagonal so encuentre 
en su eje de simetría? Fundamenten la solución, 

345. Demuestren que en un polígono convexo con número impar de vér- 
tices y que tiene eje de simolría, ninguna do sus diagonales puedo encontrarse 
en el ojo de simotría. 
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346. Construyan un triángulo según el ángulo, cl lado vecino y la dife- 
rencia de los otros dos lados, 

347. Construyan un triángulo 
de sus ángulos y las longitudes de lados opuestos a dichos ángulos. 

348. So dan dos circunferencias concéntricas. Construyan un tombo, dife. 
ronto de un cuadrado, de forma que: a) dos vértices pertenozcan a una cireun= 
Torencia y los otros dos, a otra; b) tres vórtices portenezcon a una circunferencia 
y uno, a Otra, 

349, Consiruyan el triángulo ABC según tres porpendiculares dadas p, q 
y y bajadas a los puntos modios de sus lodos. 

350. En la circunferencia dada inscriban un triángulo, cuyos lados son 
paralelos a tros rectas dadas. 

351. Al triángulo ABC está circunscrita una circunferencia que intérseca 
la biseciriz dol ángulo € en el punto M. Desdo el ortocentro:1/ del triángulo 
se ha trazado la perpendicular 4D a la Biscctriz de modo que el punto D per- 
toneco a 1, Domuestren que CD : CM = cos C, 

352. En una circunferencia con centro en O ostá inscrito ol cuadrilátero 
ABCD. Están trazados los rayos OM, ON, OP y 00, donde M, N, Py Q 
son los puntos medios de las cuerdas AB, BC, CD y DA. Demuestren que 
LMON + £C0D = 180" o bien ZMON = ZP00. 

353,_A Ta circunferencia con contro en O está circunscrito el cuadrilátero 
ABCD; Dempestren que LAOD ¿+ LCOD == 180. 

354. En la cirounlerencia dada inscriban un pentágono, euyos lados sean 
paralelos a cinco rectas dadas. 

355. Sobre una mesa de billar de forma rectangular yacé una bola. ¿En 
qué dirección es preciso impulsar la bola para que después de reflejarse de todos 
los cantos, ella paso por su posición inicial? 

356. Demuestren que el punto de intersección de las rectas que contienen 
los lados laterales de wn trapecio isósceles, el punto do intersección de sus dia- 
gonales y los puntos medios de las bases del trapecio pertenecen a una misma 
recta. 
357. Demuestren que la recta que contieno los puntos medios de dos cuerdas 
paralelas de una circunferencia pasa por su centro. 

358. La circunferencia F, corta las circunferencias concéntricas F, y F, 
en los puntos A, B y C, D, respectivamente. Demuestren que las cuerdas 44 
y CD son paralelas. 

359, Tres circunferencias igvales tienen un punto común. Demuestren que 
la circunferencia trazada por los segundos puntos de intersección de las tres 
circunterencias dadas es igual a las primeras, 

360. En un plano se dan cuatro circunferencias iguales que pasan por un 
punto y se cortan, por segunda vez, en seis puntos. Demuestren que cuatro 
circunferencias, que pasan por cada tros de esos seis puntos, tomando un punto 
en cada una de las circunferoncias dadas, so cortan en tn mismo punto. 

361. Enzun plano so dan wma recta, y un punto que no yace on ella, Hallen 
el lugar geométrico de los centros do triángulos regulares, on Jos que uno do los 
vértices se halla en el punto dado y otro, en la recta dada, 

362. En un plano so dan una recta y un punto que no pertenece a ella. 
Hallen el lugar geométrico de los terceros vértices do triángulos regulares, en 
los que un vórtico se halla en el punto dado y ol otro, en la recta dada. 





in la diferencia profijadá no igual a cero 











1. Giro 


363, Construyan ol cuadrado ABCD según su centro O y los puntos M y N 
que pertenecen a las rectas AB y BC, respectivamente, OM =4 ON 

364, Construyan un triángulo equilátoro tal que uno de sus vértices coin- 
cida con el punto dado O, mientras que los otros dos pertenezcan a dos circun= 
Jerencias dadas. 
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365. Por el punto dado en el interior de una ciroynlerencia trazar una cuerda 
de la longitud prefijada. h 

366. En los lados BC, CA y AB del triángulo oquilátero ABC están dados 
los puntos 1, N y P, respectivamente. Se conoce que BM : MC == CN; NA == 
= AP: PB == k. a) Demuestren que ANP es un triángulo equilátero. 
b) Calculen MN si BC = a, he a= 2. 

307, En los lados BC, CD, DA y AB del cuadrado ABCD so dan los pun- 
tos P, O, R y $, respeclivamiento. "Es conocido que BP: PC =CQ ; 0h = 
=DRiRA =AS: SB =h, a) Demvostren que PQRS es un cuadrado, 
b) Calculen PO si AB =a, h=3. 

368. En los lados AB y BC del triángulo ABC, como sobre sus basos, so 
han construido los cuadrados ABM.N y BCO? orientados en un mismo sentido. 
Designemos sus centros con O, y Oy, el punto medio del lado AC, con K; el 
punto medio del segmonto MP, con L. Domuestren que el cuadrilátero O,LÓ,K 
es un cuadrado. 

369. En los lados 4C y BC del triángulo ABC, fuera de ól, so han construi- 
do los triángulos equiláteros ACB, y BCA,. Mallen los ángulos del triángulo 
A£4,0, donde Al e3 ol punto medio del lado AZ, el puato 0, el centro del trián- 
gulo A la 

370. Bn la continuación de los lados del triángulo rectángulo ABC so han 
marcado los segmentos AD y ALE, igualos a los catetos AB y AC, respoctiva- 
mente, del triángulo ABC. Domuestren que la recta que contieno la modiana 4 M 
del triángulo ABC es perpendicular al segmento DE, 

371. Está dado el cuadrado ABCD. Por el centro de éste se han trazado dos 
rectas perpendiculares entre Sí, diferentes de las rectas AC y BD. Demvestren 
que las figuras, formadas por la intersección de-estas rectas con el cuadrado, 
son iguales. 

372. Por el centro O del triángulo regular ABC se han trazado dos rectas 
que crean entre sí un ángulo de 00”, Demuostron que los segmentos de estas 
rectas, situados dentro del triángulo, son iguales. 

373. Construyan un triángulo equilátoro de forma que uno de sus vértices 
sea el punto P, el segundo pertenezca a Ja recta a, el tercero, a la recta 6. 

374. En lós lados 4B_ y AC del triángulo ABC, poro fuera de dl, se lun 
construido log cuadrados ABXM y ACOP. Demuesiren que MC L BB 

375. Están dados dos cuadrados MPOR y MUVIV orientados en un mismo 
sentido, Demuestren que los segmentos ?U y RW son igualos y perpondiculares. 

376. En los lados AB y BC del triángulo ABC se han construido cuadrados 
con los centros D y E, cou la particularidad de que los puntos C y D están situa- 
dos por un lado de 4.8, en tanto que los puntos A y E, por diferentes lados de BC. 
Demuestren que el ángulo entro las rectas AC y DE es igual a 45%, 

377. Construyan el cuadrado ABCD sogún su contro O y dos puntos M y N 
que perienecen a las rectas BC y CD, OM =k ON. 


IV. Traslación paralela 


378. So dan cuatro diferentes puntos A, B, C y D. Trazar por ellos cuatro 
rectas paralelas a, d, c y d, rospectivamento, do forma que la anchura de las 
bandas ontre las rectas a y b sca igual a la anchura entre las rectas c y de 

370. Construyan un irapecio según sus diagonales, ol ángulo entre ellas 
y uno de los lados 

380. Demuóstren que si una recta que pasa por el punto modio de las bases 
de un trapecio forma iguales ángulos con las rectas quo contienen sus lados Jate= 
rales, ol trapecio es ¡sóscelo. 

381. Dos circunferencias iguales son tangentes exteriores en el punto K. 
La secante paralela a la línea do los centros corta, consecutivamente, la cir- 
cunferencia en los puntos 4, 8, C y D. Domuestren que el valor del ángulo 
AKC no dopendo de la elección de la secante. 
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382. Determinen-el área de un trapecio si todos sus lados son conocidos. 

383. En una circunferencia con centro en O se dan tres puntos A, B y € 
tales que ZAOB = ¿BOC = 60”. Demuostren quo la distancia desde el pun- 
to B Ñasta un diámotro tomado al azar de la cirounforoncia es igual bien a la 
suma, o bien al Valor absoluto de la diferencia do la distancia desde los puntos 
A y € hasta dicho diámetro. 

384. Por ol punto AM, que yace fuera do la circunferencia w, tracen la rec- 
ta m que corta u en dos puntos A y B de forma que AB ta BM. 

'385. Cuatro circunferencias iguales 01, 0, 03 Y o, pasan por el pun- 
to M y do nuevo se cortan en seis puntos: Aya es el punto de intersección de (y 
y 09 Aga de 0 y (03, 0to.; Ayy corresponde a 04 
y da Domuestron "que los “segmentos Aya4 yor 
Asrdrs, Arzdzo tienon punto medio común. 

346." Lás Foctas a Jas que pertenecen los lados 
laterales de un trapecio son perpendiculares. Do- 
muestren que la longitud del sogmonto, cuyos 
extremos son los puntos medios de las bases dol 
trapecio, es igual a la semidiferencia de las Jongi- 
dudes de las bases. Fig. 80 

387. La suma do Ins longitudes de las hases de 
ja trapecio es Iguala 24 om on tonto que las fongíludos do las diagonales son 
iguales a 13 y 20.cm, Calculon el área del trapecio. 

388. La distancia entre los centros de dos circun ferencias, de iguales radios, 
que se cortan os igual a d, Una recta paralela a la línca de los centros corta la 
foimora cireunforenola on los puntos Á y E y la segunda, en € y D. Hallen la 
longitud del segmento AC (fig. 80), 

389. Constrayan el cuadrildiero ÁBCD conociendo la longitud de sue la- 
dos y la del segmento M/Y que une los puntos medios de los lados AB y DC. 

'390. Las diagonales de un trapecio con bases a y 5 son perpendiculares 
entre sí. ¿Qué valores puede tomar la altura del trapecio? 





V, Homotecia 


391. Demuéstfón que en el triángulo arbitrario ABC el punto M de intor= 

sección do las medianas, el punto 1 de intersección de las alturas y el centro O 

de la circunferencia circunscrita, pertenecen a una misma recta (recta de Euler) 
om _4 

y qe 7] 3 

392. Se da el ángulo ABC y on su interior ol punto M. Tracen por éste una 
tecta do forma que su segmento, contenido dentro del ángulo ABE, se divida 
por el punto M on la razón 1: 2. 

393, Por el punto de tangencia M de las circunferencias w y (, se han tra- 
zado las secantes h y [ que cortan Ja circunforencia «, adomás del punto M, 
en los puntos A y Z y la circunferencia «y on los puntos C y D, Demuestren 
que las rectas AB y CD son paralel 

394. Demuestren que si por el punto de tangencia do dos circunlerencias 
Se traza un recta arbitraria, ella corta las circunferencias por segunda vez en 
talos puntos que los radios trazados desde ellos son paralelos. 

305. Se dan tros segmentos paralelos MN, PQ y RS, diferentes a pares. 
con la particularidad de que los rayos MN, PQ y RS son codirigidos. Demuestren 
que los tres puntos de intersección de los pares de rectas MP y NQ, MR y NS, 
ÉR y 9S pertenecen a una recta; los puntos de intersceción de los paros de rec. 
de e y NP, QR y PS, MP y NS también pertenecen a una misma recta 

ig. 81). 
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396, Las circunferencias «», y (os tienen tangencia interior en el punto 4 
(fig. 82). La secanto a corta co, en los puntos M y N y wz en los puntos P y Q. 
Demuestren que ZPAM = ZQAN. 





Fig. 81 Pig. 62 


307. Las longitudes de los segmentos, uno de cuyos extremos es un punto 
común y el otro, el punto de una recta, ostán divididas en una misma tazón. 
Demuestron que los puntos de división pertenecen a una línea. 


$ 6. VECTORES 


Suma de vectores, Recibe el nombre do suma de los vectores 4 
y 5con coordenadas a,, az y b,, ba el vector con coordenadas a, + dj, 
da + da, és decir, 2 (41, a) +D (by dp) =0 (0, + dj, 2g + b, 

Para cualesquiera_vectores a (Ay, 49), D (dy, Da), € (61, 05) a +5 
=d4 a d+ 04 lao. 

Regla del triángulo. Para cualesquiera tres puntos A, B y C es 
válida la igualdad AD + BC = AC. 

Regla del paralelogramo. Si ABCD es un paralelogramo, AB + 
+ AD =AC. 

Multiplicación de un vector por un número. Recibe el nombro 
de producto del vector (a,, as) por el número A ol vector (Aa, Ady), 
es decir (a,, as) +=(Xa,, »az). Por dofinición, (2, 47) ==1 (A,, 47). 

Para cualquier vector 4 y los números A y p, (A+p)a= 
=la+pa. ' 

Para cualesquiera vectores ú y D y números A A(a+D)==%a+ 
+4; 124]=12 1121. 

El sentido del vector Xa, con a=0, coincide con el sentido 
del vector 2 si A>0 y es opuesto al sentido del vector a si 4<0. 
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Dos vectores no nulos llevan el nombre de colingales si ellos 
yacen en“una misma recta o en las rectas paralelas. 

Si a(a,, a) (ID(0 0), ¿-=32. También es ciórta la afirma- 

a 
ción inversa, 

Un vector se denomina unitario si su valor absoluto es igual a la 
unidad. Los vectores unitarios que tienen el sentido de los semiojes 
positivos de coordenadas, teciben el nombre de vectores coordenados 
o versores y se designan e, (1, 0) en el eje Oz y es (0, 1) en el eje Oy. 

Todo vector a (a, as) tolera su ropresentación en la forma 4 = 
= 06, + agón. 

Producto escalar de vectores. Recibe el nombre de producto escalar 
de los vectores a (a,, as) y 0 (b,, bz) el número a,b, + aga. 

va=a, a=|a ÉS S 
_ Para cualesquiera tros vectoros a (a, as), 5 (b,, ba) y E (Cn co, 
(a 4-5) 7 = az + de. Ec 

Se llama ángulo entre los vectores no nulos AD y ATol ángulo BAC. 
Recibe el nombre de ángulo entre los vectores a y 5 el ángulo entre 
vectores iguales a ellos con origen común. El ángulo entre vectores 
de un mismo sentido se considera nulo. 

El producto escalar de vectores es igual al producto de sus valores 
absolutos por_el coseno del ángulo entre ellos. 

Sia sb ab=0 y si =0, donde a 20, 5:40, 2 1D. 

El aparato del álgebra vectorial ha permitido crear un método 
singular para resolver diversos problemas geométricos. No obstante, 
hay que tener en cuenta que dicho método no es universal, para 
resolver ciertos problemas no puede ser empleado o es poco eficaz. 
En la siguiente tabla se aducen ejemplos de empleo del Jenguaje 
vectorial para enunciar y demostrar algunas afirmaciones geométri- 
cas o bien para calcular magnitudes geométricas. 

Las aplicaciones concretas en los tres primeros casos pueden ser 


observadas por el lector al considerar los problemas afines y en los 
últimos tros, al examinar problemas métricos. 








L Problemas afines 


Destaquemos varios tipos de problemas afines que es conveniente 
resolver empleando vectores. (Sólo se trata de aquellos problemas, 
en cuyo texto no hay ningún concepto de álgebra vectorial.) 

Al primer tipo se refieren los problemas ligados con la demostra- 
ción del paralelismo de ciertos segmentos y rectas, En los problemas 
de oste tipo, para resolverlos, es preciso demostrar la colinealidad 
de los vectores representados por ciertos segmentos dados, es decir, 
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Qué hay que demostrar cen lenguaje 
rre 


Qué es suficiente demostrar (en lenguaje 
Vectorial) 





1) ab 


AB =kCD, dondo los segmentos AB 
y CD pertenecen a las rectas a y b, res 
pectivamente, J es un número, En función 
le la elección de AB y CD surgen diversas 
relaciones vectorioles entre las que se 
eligen los convenientes, 





2) Los puntos A, B y C per= 
tenecen a la recta a. 


a) establecer la justeza de una de las 
siguientos igvaldades: AB=kBC o ACw= 
=kBC, o bien AC=kAD, 

hb) demostrar la igualdad QT =pQA-+ 
+40B, donde p-++9=1 y Q es un punto 
arbitrar ;e 

e) demostrar la igualdad adA+ 
+POB4-yAC=0, dondo a+ PB4+y=0 y 
Q es un punto arbitrario 

















3) El punto C pertenece al AC=mhCB » Q0= Qá+ 
segmento 4h, donde AC: AB= q min e 
=m:n (división del segmento no ? 
da dada) il Hp E pora cierto punto Q. 

4 aLb AB-CD=0, donde los puntos A y B 


pertenecen a la recta a y 


los puntos C 
y D, a la recta b. 





5) Cálculo de Ja longitud de 
un segmento 


a) se eligen dos vectores no colineales 
básicos (o bien tres no complanares), en 
los que son conocidas las longitudes y el 
ángulo entre ellos; 

b) por ellos se descompone el vector, 
cuya Jongítud se calcula; 

o) se halla el cuadrado escalar de 
este vector empleaudo la fórmula 22= 
a. 





AAA AA AA IA4q q 


6) Cálculo del valor del 


ángulo 








a) se eligen dos vectores no colincales 
básicos para los que se conocen la razón 
de las longitudes y los ángulos entre 
ellos; 

b) se eligen los voctores que prefijan 
ol ángulo buscado y se descomponen por 
los vectores básicos: 


e) se calcula cos Z- (a, 5) 
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demostrar que a = kb, donde % es cierto número. ExAminemos la 
resolución de los problemas del primer tipo en los siguientes ejemplos, 

EJEMPLO 1. En el plano están dados el cuadrilátero ABCD y el 
punto M. Demostremos que los puntos simétricos a M:con relación 
a los puntos medios de los lados del cuadrilátero son los vértices de 
un paralelogramo. 

SOLUCIÓN. Sea ABCD el cuadrilátero dado (fig. 83), N, P,Q y 
R, puntos simétricos a M con relación a los segmentos AB, BC, 
CD y DA: Pa NA 

Según la rogla del paralelogramo, tenemos: MA_=MA + MB, 


MP MB + MC, MO =MC + MD, MR =MD + MA: 





E 


(Y 
Fig. 83 Fig. 84 


_Por definición la diferencia de los vectores NT = MR — MN 
y PQ =MQ —MP. 

Como VR — PQ «=(MR — MÍ) — (MO — MP), haciendo uso 
de las igualdades iniciales nos cercioramos de que VR_— PQ_=Ú, es 
decir, VR = PQ. Por analogía, se demuestra que NP =RQ. Por 
consiguiente, VR =PQ y NP =ROQ, lo que significa que el cuadri- 
látero NPOR es un paralelogramo. 

EJEMPLO 2. Se da el cuadrilátero ABCD. La recta trazada por el 
vértico A paralela al lado BC corta la diagonal BD en el punto M, 
mientras que la recta trazada por el vértico 8 paralela al lado AD 
corta la diagonal AC on ol punto NV. Demuestron que MN || DC. 

SOLUCION. Para resolver el problema es suficiente demostrar la 
colinealidad de los vectores DC y MN (ig. 84), o sea, hay que demos- 
trar que DC == kMI, donde k es cierto número. Para cerciorarse 
de Ja colinealidad de los vectores DC y MÍ expresemos cada uno de 
ellos con ayuda de otros vectores, Así, el vector DC se expresa con los 
vectores OC y OD y el vector MU, con los vectores OM y ON, donde 
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0 es el punto de intersección de las rectas AC y BD, A continuación, 
los vectores DC y ON pueden sex expresados con el vector AO, los 
vectores OD y OM, con el vector BO. Supongamos que 


A0:0C =p:q y BO: 0D =m:n. (m) 





Entonces podemos expresar el vector DC con AO y BO mediante 
las — sustituciones — sucesivas: DO =00—0D=1 407 BO == 
4 
= 57 (440 —npBO). 
Por otro lado, del paralelismo de los segmentos BE y AD, se 
desprende que 
AO: ON=D0:0B =n:m. (2) 


Entonces, de acuerdo con la figura y de la igualdad (2), so 
desprende que ON == 40. Por analogía, del paralelismo do los 
segmentos AM y BC se doduco que BO: OM=C0: AO=q:p y 
OM E-BO. En tal caso, es posiblo expresar el vector MN con 
A0 y BO mediante las sustituciones sucesivas: MN =0N—0M= 
= 25042 40. (—npBO + m9X0). Do donde, DC=¿L-MN, 
lo que, al pasar al lenguaje geométrico, significa el paralelismo 
de los segmentos MN y DC. 

Al segúndo tipo so refieren los problemas relacionados con la de- 
mostración de que el punto dado divide un segmento en una deter- 
minada razón (en particular, es su punto medio). 

Con el fin de demostrar que punto C divide ol segmento AB 
en ciorta razón AC:CB=m:n, es suficiente: a) demostrar la igual- 


dad ac=%CB o bion b) demostrar la igualdad GC == Em d+ 
+ 

















Em 0B, donde Q es un punto arbitrario, 
La demostración de la suficiencia de la condición oxpuosta en 


el punto b) es sencilla. Soa == A A, entonces 


CI Mori L om CA LL 0B 06 
(+2) 06 L04+ 208, (00-04) =-=(0B-00), 
ZAC =LCB, lo que significa que AC:CB=2., 

Señalemos, además, que al realizar la demostración en el orden 
inverso, podemos asimismo cerciorarnos én la necesidad de la con- 


dición b) para dividir el segmento AB con el punto C en la razón 
min 
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Resolvamos varios problemas del segundo tipo. 

EJEMPLO 3. El segmento que une los puntos medios de las diago- 
nalos de un cuadrilátero arbitrario pasa por el punto de intersección 
de Jas líneas medias. Demostremos que 
el mencionado segmento se divide por la 
mitad. 

soLucIóN, El hecho de que O (fig. 85) 
es ¿l punto medio del segmento EF puedo 
ser demostrado de distinta forma. 

P.oj ad 

1) demostrar que EP = QF, lo que sig- 
nifica que EPFQ es un paralelogramo y 
como £F es su diagonal, olla pasa por el 
punto O y éste la divide por la mitad; Pig. 85 

2) domostrar que 20 = OF, 


3) demostrar que Q0=+(QE+0F) o bien NO=4(NE+ NP); 
4) demostrar que 00=+(CE+ CF) o bien DO 7 (DE+ DF). 


Consideremos el primer procedimiento de la demostración que, 
en el caso dado, es el más sencillo. 
En el triángulo 4BC el segmento EP os Ja línea media, de donde 


EP = LAB. En el triángulo ABD el segmento OF os la línea modia, 


de donde UF = FAB. Esto quiere decir que EP = PF. El proble- 
ma está resuelto. 

esembLo 4. En el paralelogramo ABCD el lado AD está dividido 
en n partes iguales y el primer punto de división (el X) se uno con el 
vértice B (fig. 86). Hallemos en qué partes divido la semirrecta BK 
la diagonal AC. 


SOLUCIÓN. Sea DC 





1 











cel 5, DA=4 y ÁP=xAC. Expresomos el vector 
AP con los vectores a y b, haciendo uso de dos procedimientos: 
1) AP=04C=0(b—=0b—0a; 2 AP=Á4RYKP=-h 34 
+aRB=—La+o(qa+D)= a+oD(RP=aKB, yo que 
el AM4PK eo A BPC). 

Como sólo es posiblo la única representación del vector mediante 











y 





dos vectores no colinealos, —0, de donde 





1 
= +: Esto 
significa quo AP a AC y, entonces, como es fácil cerciorarso, 
AP:PC=1:n, 


60200 
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EJEMPLO 5. En el lado AC del triángulo ABC se ha tomado el 
punto AY de forma que AM = FAC y en la continuación del lado 


BC, tal punto N que BN = CB. Hallemos en qué razón divido los 
segmentos AB y MN el punto P de su intersección. 
SOLUCION (fig. 87). Supongamos que 
NP:PM=04;P AP:PB=y:06. (1 


Así, pues, es preciso hallar a. : $ y y; 5. Con este objeto, confec- 
cionemos varias ecuaciones que contengan «a, B, y y Ó. 


Ni 
B la a 
h 17 
A E D AM C 
Fig. 86 Fig. 87 


Dos ecuaciones semejantes se pueden escribir empleando el teo- 
rema acerca de la división de un segmento en la razón dada; 

Sea Q un punto arbitrario en el plano, entonces para los segmen- 
tos AB y MN, tenemos: 


PL 00 + Ey 0, (2) 
7-5 04475 0. (6) 


Las igualdades (2) y (3) que hemos escrito contienen cinco vec- 
tores diferentes. Disminuyamos su cantidad sustituyendo los vec- 
tores que tenemos por otros, haciendo de nuevo uso del teorema 
acerca de la división de un segmento en la razón dada. Para los seg- 


mentos NC y AC, tendromos: 03 =H(QN + 00), 
OM =304+-+ 00. (4) 
Poniendo en las igualdades (2) y (8) los valores de QB y QM de 
(4), obtenemos: 
e $ sá e ON E or 
Pe At ON + 5300, (5) 


5-2 dir bo —% 06 
Pz HON + y ee: (6) 
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De aquí, tenemos: 





E 
TAO 
E 
0 EP 


Rosolviendo osto sistema do ccuaciones, obtenemos: y=8 y 
p=4a. Así, pues, AP=BP y NP:PM=>3:1, 


Analicemos los problemas del tercer tipo. Refiramos a esto tipo 
tales problemas en los que se requiere demostrar la pertenencia de 
tres puntos a una misma recta. Estos pro- 
blemas podrían ser considerados como un B 
caso particular del segundo tipo. No obs- 
tante, en su resolución hay cierto carác- Ay 
ter ospecífico debido al empleo do la con- 
dición de perteñencia de tres puntos a una » My 
misma recta. 

eJemPLO 6. En el lado AB del triángulo 
ABC se da.el punto P por el que se han 


trazado rectas paralelas a sus medianas 48, Ma e 
AM, y BM, y que cortan los correspon- 
dientes lados del triángulo en los puntos Fig. 88 


A, y B,. Demostremos que E es el punto 

medio del segmento A,B,, así como que el punto P y el punto G 
de intersección de las medianas del triángulo dado yacen en una 
misma recta. 

soLucióN. Variemos- la conclusión del problema de forma que, 
para su resolución podamos emplear vectoros. Esto es posible de reali- 
zar con 'Jos siguientes procedimientos (fig. 88): 

1) Establezcamos que EP =kGP (se pueden tomar también 
otros vectores). a eS 

2) Para cierto punto Q establezcamos que GE = AQP +(1 —k) x 
X0C (condición de pertenencia de tres puntos a una recta). 

La primera vía de rosolución ya es conocida de los ejemplos, 
aducidos más arriba, para rosolvor los problemas del primer tipo. 

Analicemos la segunda vía. Con este fin, deduzcamos, primera- 
mente, la condición de pertenencia de tres puntos a una recta. 

Para que los puntos A, B y C pertenezcan a una recta es necesa- 
rio y suficiente que para cierto punto Q se cumpla la igualdad QC = 
= pQA +q0B, donde p +q=1. 

pEmosTración. Sea que los puntos A, B y C portenecon a una 
misma recta, Entonces es posible escribir: AC: CB =m: n. Esto 


5. 
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manifiesta la corteza de las siguientos igualdados: AC: CB = 
=m:n, do dondo QT ==: 04 +2 0D, 00 =p0A 4 


+10B,p+9=1. 

Los razonamientos realizados aquí demuestran la necesidad y la 
suficiencia de la condición. 

La resolución de este problema se reduco, por decirlo así, a esta- 
blecor la dependencia entre los vectores ZP, OE y 96. Si el punto Q 
se toma al azar, la resolución del problema será muy complicada. 
Es mejor tomarlo de forma que coincida con el punto C. Con ell 


los vectoros TB, TE, CG son expresados con facilidad medianto CA 
y TB. En efecto, sea 





AP:PB=m:n. (1 
Entonces 
AB: B,C=m: (moon +) =m: (2n +) (e) 
(ya que M, es el punto medio de AC) y 
BA: AC=n:(m+m+n)=0:(2m4n) (8) 


(ya que M, es el punto medio de BC). De la propiedad del centro 
de gravedad G se desprende: 0 AO: 


De las relaciones (2) y (3) es posible escribir: CB == A e y CA 
CA a OB. Entonces, partiendo de la propiedad del punto 


medio E del segmento 4,B,, podemos escribir: 
CE=4 (08, 4CA)=4 (EE Ca+ 20m). 


Según ol teorema acerca de la división de un segmento on la 
PER Ct CB. 

Con el: fin de enlezor los vectores co, “ez y CP, ,Aransformemos 
ol votos TE: CE (Aca mba) (d+ CBA 
+ E4 Ez 00)= 10004 00 = 0044 TP, os decir 
CE=2CG4++CP, pero como lá, los puntos E, G y P 
pertenecen a una misma recta y EG: PE=1:38. El probloma queda 
Tesuelto, 

Los tipos considerados de problemas afines en el plano no agotan 
la gran diversidad de éstos. Pero ellos forman los grupos más nume- 
rosos de problemas, lo que justifica su especial examen. 


razón dada, tenemos: CP= 
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11. Problemas métricos 


Al resolver los problemas métricos so hace uso del producto esca- 
lar do los..vectores. Sin clasificarlos en tipos, vamos a dar varios 
ejemplos, 

EJEMPLO 7. En la base AB del triángulo isósceles ABC so da el 
punto P. a) Demostremos que PC? = AC? — AP-BP. b) Aclatomos 
cómo varía esta fórmula si el punto P yace en la continuación de la 
base AB, 

SOLUCIÓN, a) Escribamos la igualdad a demostrar en forma vecto- 
rial. Tomando en consideración el sentido de los vectores AP y PB 
(tig. 89), obtenemos: PC* = AC* — AP+BP. Demostremos osta 
igualdad. Transformemos su segundo miembro de la forma siguiente: 








10? — AP-BP ="40* — (AC + TB): (PC + Th) = AC? — 

— AC-PC — AC-CB 4 CP? —TP.CB = (40? — AC-PC)— 
— (AC.TB + TB.CB) + CP = AC (AC — PC) — TB (AC + 
+ TP) + CP = (AC + CP)-(40 — UB) + TP? = AP (4C — 

— CB) + TP», 














Si ahora el vector TB' = AT, AC— CB = CB — CB = BD". 
El triángulo AB'B es rectángulo y, por lo tanto, AP BAC — TB) = 
= AP«BB= 0. De forma que AC* — AP-PB 

b) Si el punto P pertenece al segmento AB, al pasar de la igual- 
dad vectorial a la escalar, tendremos: PC? = | PC |2 = PC?, AC? = 

= [ACP =A4C?, AP-PB =|AP || PB | <c08 L (AP, PB) = 
= AP+PB-c0s 0" = AP+PB, os decir, PC*= AC? — AP-PB, 

Pero si el punto P no pertenece al segmento AB, los vectores AP 
y PB tienen sentido opuesto y AP-PB = | AP |.| PB |.c0s 180” = 
= —AP-PB. Así, pues, en este caso, la igualdad buscada tiene lá 
forma: PC? = AC? + AP» PB. 

rsenpLo 8. Hallemos la suma de los cuadrados de las medianas 
de un triángulo si conocemos sus lados a, b y e. 

SOLUCIÓN. Sea que en él A ABC AB=c, BC=a, CA=0 (ig. 90). 


Entonces, por definición, la suma de los vectores AD=2+>+, 











BE=G4h, CF= 545. 
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Utilizando la propiedad del cuadrado escalar, obtenemos: 


A O A OA 





Saa a Bi = 


Herr) + (ara 04d. 





Como a+b+¿= 
+2(62+2.0+b 
+D.0). 

De manera que 2442-04 D-0= 





y (a+D+22=0. Así, pues, 1 
=0, 0s decir, al lpote —2 (0-24 ab 








_ pu 


Poviondo el valor hallado de la ospratón cayabyb.e, obte: 
nomos: ADI4 BE? + CP (04-024 0%), ya quo de acuerdo con 
la propiedad de) cuadrado escalar AD2=AD?, BE*=BE?*, CF=CF", 


EJEMPLO 0. Demostremos que las alturas de un triángulo arbi- 
trario se cortan en un solo punto. 


. 
B B 
FAA AD P 
FNAC 
DM dex da 
A A A AO 


Fig. 89 Fig. 90 Pig. 91 


souución: Sean AP. BQ y CL los alturasdol AAC y O el punto 
de intersección de las alturas AP y BQ (fig. 91). 
iar, hagamos DA = - 
n de la diferencia de vectores 
=:-5 (¿=a—c 
Como, seguidamente, DA L'BC, a (e — b) = 0, es decir, 
E 





Por analogía, como 0B 1 CA, 
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Do las igualdades (1) y (2), debido a la transitividad, se deduco 
que a.c += b-c 0 biene (a — 6) =0._ 20N 

Esto último significa. que OC 1 AB o bien que CO 1 AB. Como 
por el punto dado pasa una sola recta perpendicular a la dada y, en- 
tonces, del hecho que COL AB y CL _L AB se desprende que CL 
coincide con CO. Así, pues, las tres alturas del triángulo se cortan 
en un punto. 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


1. Adición y sustracción de vectores. Multiplicación 
de un sector por un número 


308, Para que el cuadrilátero ABCD sea un paralelogramo cs nocesario 
y suficionto quo para cualguier punto Q so verifique la igualdad ZA 4- QT = 
= 0B 4 Domuestron esto. 

399. En el cuadrilátero ABCD, M, N, P y Q son los correspondientes pun= 
tos medios de los lados sucesivos. Demuestren que el cuadrilátero MNPQ es 
un paralelogramo. 

400. En el lado AB del cuadrilátero ABCD se ha construido el paralelo- 
gramo ÁBCC' y tomado el punto O que es el punto medio del sogmento C'D. 

lemuestren que si M y WN son los pos medios de los lados AB y CD, respecti- 
vamente, el segmento AO es igual y paralelo al segmento MN. 

401. En el cuadrilátero ABCD M y N son los puntos medios de los lados 
AD y BC, respectivamente. Demuestren que 2MN < AB + CD. 

402. Demuostren que la longitud del segmento que uno los puntos medios 
do las diagonales de un trapecio es igual a la Semililorencia do Sus bases; 

403. Si la longitud del segmento que une los puntos medios de los lados 
opuestos de un cuadrilátero convexo es igual a la semísuma do los otros dos 
lados, este cuadrilátero es un trapecio o un paralelogramo, Demuéstrenlo. 

404..M y N son los puntos medios de los lados AB y CD, respectivamente, 
«lol cuadrilátero ABCD, Demuestren que los puntos modios de las diagonales 
de los cuadrilátoros AMND y BMNC son los vértices de un paralelogramo (o que 
yacen en una misma recta). 

405. Con ol fin de que ol punto Q sea el contro de gravedad dol triángulo 
ABC 98 necesarios y sufícionte que 04 + 08 + 0 Demuéstrento. 

406.. Del punto_M, Situadó dentro del triángulo ABC, so trazan perpendi- 
culares a los lados BC, AC, AB y on ollos se marcan los segmentos MA, MB, 
y MC, iguales a los correspondientes lados del triángulo. Demuestren "quo ol 
punto Af es el centro do gravedad del triángulo A,C,B,. 

407. Demuestren qe en un cuadrilátoro arbitrario, el segmento que une 
los puntos modios de las diagonales pasa por el punto do intersección de las 
Jíneas modias y so divido con Ól por la mitad. 

408, Están dedos el triángulo ABC y el punto O tomado al azar. Dermues- 
tron quo si construimos los paralelogramos QB2B,C y QAA,B,, la dingonal QA, 
del dl ltimo pasa por el contro do gravedad O del triángulo dado y que QA; = 
405. Demuostren que la recta que pasa por el vértice A del triángulo ABC 
y el pato medio de la modinna 30 divido ol lado AC en a parón 132. 

40. Se dan dos segmentos iguales AB y 41B,. ¿Cuál debe sor el ángulo 
entro las reotas, a las que pertenecen dichos segmentos, para que ln distancia 


entre los puntos medios de los segmentos 44, y BB, sca igual a qe? 











88, Capítulo I, Planimetría 





411, Dentro de un paralelogramo se ha tomado el punto M y por él, so 
trazan rectas paralelas a los lados de la figura. Ellas cortan los lados del para- 
lelogramo en los puntos A, € y, D, D. Demucstron que el punto de intersccción 
do las líneas medias del cuadrilátero ABCD os el punto medio del segmento OM, 
donde O es el centro del paralelogramo dado, 

412. Demuestren que la recta que une los puntos medios de las bases do 
un trapecio, pasa por el punto de intersección de las continuaciones de los lados 
laterales y por el punto de intersección de las diagonales. 

413, Está dado el trapecio ABCD, La recta paralela a las bases AB y CD 
corta los lados Interales 4D y 8€ on los puntos M y N, respectivamente, De- 
ivestron que si AN CAL, DN | BM, 

414, Se da ol trapecio ABCD on el eval AB y CD son las bases y M y N, 
Jos puntos medios de sus lados AD y BC. Demuestren que la recta AN no es 
paralela a la recta CM. 

415, En la circunferencia con centro en O, se han trazado dos cuerdas: los 
puntos perpendiculares AB y CD que concurren en ol punto M. Demostrar que 
medios de las cuerdas AC y BD, el punto M y el centro de Ja circunferencia 
dada son los vértices de un paralelogramo. 

446. En el triángulo ABC se hu trazado lu mediana CC,. Demuestren 


que CC, < 1 (CA+ CH), 


417. Bstá dado el triángulo ABC. Demuestren que om <-5 (04 E 





-+0B+4-0C), donde M es el punto de intersección de las medianas del n- 
gulo, O, un punto arbitrario en el plano. 

418. Dos paralelogramos ABCD y AB,C,D, tienen un vértice común A. 
Demuestren que CC, < BB, + DD,. 

415. Se dan dos paralelogramos AECD y A/B,C,Dy. Demuestren que, en 
el caso general, los Juntos medios de los segmentos A4,, BB,, CC, y DD, son 
los vértices del parelelogramo 448,CoDy. Construyan dos semejantes paralelo- 
gramos de modo que los puntos Ay, 29, Co y D, coincidan o pertenezcan a una 
Tecta. 

420. Está dado el paralelogramo ABCD. Los puntos P, Q, £ y 8 dividen 
los lados AB, BC, CD y DA en iguales razones, Demuestren que el cuadrilátero 
PORS es un paralelogramo, 

421. Sean dados dos triángulos ABC y A¡B,C,. Domuestren que sí las me- 
dianas del primer triángulo son paralelas a los lados del segundo, las medianas 
de éste son paralelas a Jos lados del primero, 

422, Sea dado el cuadrilátero ABCD. Se ha construido el segundo cuadrilá- 
tero con los vértices on Jonpratos de intersección de las medianas de los trián- 

los BCD,CDA, DAB y ABC. Demuostren que las línoas medias de los ouadri- 
láteros concurren en un mismo punto. 

423. En un plano se dan ovatro rectas, de las cualos ni una de tros de ellas 
pasa por un punto y ningunas dos son paralelas. Demuestren que si una de las 
cuatro rectas os paralela a la modiana de un triángulo, defínido por las tros res- 
tantes, cada una de las demás tres rectas poscen propiedades análogas. 

424. Por los vórtices A, B y € del triángulo ABC se han trazado las rectas /, 
m y ñ, Tospectivamente, que se cortan en el punto S. Demuestren que las rectas 
Lys my y n; que pasan, respectivamente, por los puntos medios Ay, Bo y Co de 
los lados BC, CA y AB paralelas a las líneas l, m y n, también so cortan en un 
mismo _ punto. 

425. Sean! dados el triángulo ABC y el punto M, los puntos medios Ay, 
B, y €; de sus lados BC, CA y AB. Por A, B y € se han trazado rectas paralelas 
alas rectas MÁ, MB, y AC, respectivamente. Demuestren que dichas rectos 
concurren en un punto. 
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426. Demuestren que si la longitud de la línea media MA del cuadrilátero 
ABCD és igual a la semisuma de las longitudes de sus lados AB y CD (M per- 
donoco a M0 y N, a DA), ABCD es un trapecio o paralelogramo. 

427. En los lados del triángulo ABC, fuera de él, están construidos los 
triángulos equiláteros ABC, BAC y CAB. Domuestren que los puntos de 
intersección do las medianas de los triángulos 
ABC y A,B,C, coinciden. 

428, 'En la continuación de las alturas 
44, y BB, del triángulo ABC, tras sus vér- 
ticos A y E, se han, trazado los segimontos A Ay 
y BB,, con'la particularidad de quo Ad) = 
BC y BB, = AC. Demuestron que CAy = CB, 
y quo CA) L CB. 

429. liñ'los lados CA y CB del triángulo 
ABC, fuera de él, so consiruyon los cuadrados 
CAA,C, y CBB,C;. Domuestron que la me- A Cr 
diana del triángulo CC,C; trazada por el vér- 
tico € es porpondicular al lado 42 e igual a su 
mitad. 

430. Bn los lados del cuadrilátoro ABCD, fuora de él, se construyen los 
cuadrados ADB,Ay, DCC,B;, CDD,C' y DAA;¡D; con sus contros P, Q, Ni y 8, 
respectivamente. Domuestren que Jos segmentos PR y OS son iguales y perpen: 

¡oulares. 

431. Está dado el cuadrilátero ABCD. Sus líneas medias concurren en el 
junto M. Se ha trazado una quebrada MA UV, dondo 2U = MB, UV = MC. 
jemuestren que M es el punto medio del segmento VD. Hallen la razón entro 

el área del cuadrilátero ABCD y la del cuadrilátero MÁ UV. 

532, Demuestren que al cortarse las medianas de wn triángulo se dividen en 
la. razón 2:4, 

433. En cl lado AD y la diagonal AC del paralelogramo A8CD se han 


tomado los puntos M y N de forma que AM Hab y AN Fac. Demues- 


tren que los puntos B, N, M yacen en una misma recta. ¿En qué razón divide 
el punto N' el segmento MB? 

434. Demuestren que en el cuadrilátero arbitrario ABCD los segmentos, 
cuyos extremos son los puntos medios de los lados opuestos (P, K, R y L son 
los puntos medios de los lados AB, BC, CD, AD, romeo VATIOS yel 
segmento, cuyos extremos son los puntos medios de las diagonales (M7 es el 
punto medio de BD), concurren en un ros y en úl se dividen por la mitad. 

435. Están dadas dos rectas!, y ly y dos paros do puntos Ay, Az y By, Be. 
Mallo», Sorrospondiontemento, endlasrectas lales puntos €, y C4 que Á,C, A ¿Cas 

¡Cy Bo. 

436. En los lados del triángulo ABC ostán construidos los paralologramos 
ABBsA;, BCC¿B,, ACC,A, (Miu, 92). ¿Es posible construir un triángulo, cuyos 
Tudos scan iguales a los segmentos B,B,, C,Cy, Ay 47? 











1. Producto escalar de vectores 


437. So dan dos lados AB = a y CD = p del cuadrilátero ABCD y ol ún- 
gulo a entre estos Jados. Halen la Jongitud del segmento que une los puntos 
medios de los otros dos lados del cuadrilátero. 

_ 438. En el triángulo ABC con lados AB = 5, BC =2 y AC = 4 calculen 
el ángulo“ABC. 2 
439. Demuestren que las alturas de wn triángulo obtusángulo so cortan. 
- 440. Demuestren que en un paralologramo la suma de los cuadrados do sus 
dingonales es igual a la suma de los cuadrados de sus lados. 
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441. Demuestren que si ABCD es un paralelogramo, para todo punto M 
es válida la igualdad MA? + MC? = MB? +- MD' 
442. Demuestren que el ángulo C del triángulo ABC será agudo, recto w 


obtuso en función de si es la mediana CD mayor, igual o menor que SAD. 


443. Demuestren que on el triángulo ABC, con ol contro de gravedad en M 
es válida la relación AB% + BC? + ACI 0= 3 (MAI + MB? 4 MC3), 

444. Demuestren que si el centro do gravedad del triángulo ABC coincido 
<on el punto do intersección de las alturas, ol triángulo os equilátoro. 

445, Expresen cada mediana de un triángulo con sus lados, 

446. En un trapecio con diagonales ree entro sí, la baso mayor 
es igual a 4, la menor, a 3. Hallon su lado lateral si sabemos que él constituye 
un ángulo de 60” con la base mayor, 

447. So da el triángulo 48€ on el que AC =4,BC =3 y LABC = 120". 
Halen la distancia desdo ol vórtico C hasta ol punto M quo divido ol lado 48 
en la razón 1 : 3, contando desde cl vértice A. 

448. Deruestren que si on el triángulo rectángulo ABC desde el vértico 
del ángulo recto se traza la altura CD: a) CD? = AD-BD; b) AC*= AB-AD; 
o) BCi= BA BD. 

449, Las diagonales de un trapecio rectángulo son perpendiculares entre sí. 
Demuesiren que la altura del trapecio es la media proporcional entre sus bases. 

450. Demuestren que en el trapocio ABCD, cuyas bases son AB y CD, 
se verilica la desigualdad AC*+ BD? > ADÍ + BC? + 24B-DC. 

451. Con el fin de que los diagonales de un cuadrilátero sean perpendicu- 
Jares entre sí es necesario y suficiente que las sumas de los cuadrados de los lados 
opuestos de la Sigura sean iguales. Demuéstrenlo, 

52. Demuostren quo si en un triángulo dos medianas son perpendiculares 
entre sí, la suma de sus cuadrados os igual al cuadrado de la tercera mediana. 

453. Hallen la dependencia entro los lados del triángulo ABC si sus media- 
nas 44, y BB, 'son perpendiculares, 

454. Los cátetos del triángulo rectángulo son iguales a a y b. Hallen la 
biscctriz trazada desde el vértice del ángulo recto. 

455. Desde el punto medio D de la base 43 del triángulo isóscoles ABC se 
ha trazado la perpendicular DM al lado BC. N es el punto medio del segmento 
MD. Demuestren que los segmentos AM y CI son perpendiculares, 

156. Por el vértice del ángulo recto € del triángulo 4BC se ha trazado una 
secta a la que desdo los vérticos A y 8 se trazaron las perpendiculares AA 
y BB. El vértico € está reflejado en el punto C” con relación al punto medio M4 


del segmento A,8,. Domostremos que 44C,B =Z 


457. En el lado AB del triángulo ABC, por diferentes lados de la recta AB, 
ar han construido los triángulos cquiláteros ABC, y ABC, Hallen la dependon- 
cia entre los lados del triángulo dado si las rectas CC, Y CC, son perpondicu- 
Jares (C =p Cy, Ca Ca)a 


TIL, Diferentes problemas 


458, Fuera de un paralelogramo se han construido on sus lados cuadrados, 
Demuestren que los centros de óstos son Jos vértices de un cuadrado, 

459. En los lados AB y BC del triángulo ABC, fuera de él, se han construi- 
do los cuadrados ABDE y BCKF, Demuestren que ol segmento DF es dos veces 
mayor quo la mediana BP del triángulo ABC y porpondicular a olla. 

460. En los lados AB y BC del tilángulo ABC, fuera do él, se han construi- 
do los triángulos equiláteros ABC, y BCA,. Demuestren quo ol sogmonto que 
une los puntos medios de los segmentos AB y 4/8, es igual 


a la mitad del seg- 
mento AC y constituye con él un ángulo de 60”. 
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461. En los lados AB y BC del triángulo ABC, fuera de él, están construi- 
«os los triángulos equiláteros ABC, y BCAy. Domuestron que si M, N y P 
son los puntos medios de los lados 4€, C,B y BA), respectivamento, el triángulo 
MNP es equilátoro. j 

462. Las diagonales AC y BD del trapecio isósceles ABCD (AB || CD) 
«concurren en el punto O bajo vn ángulo de 60”. Demuestren que los puntos modíos 
de los segmentás 04, OD y BG son los véxticos do un triángilo equilátero. 

463, En el trapecio ABCD la diagonal AC corta ol triángulo equilátero 
46D, Desdo el punto E, en la diagonal AC (o de su contipuación) la hase BC 
so vo bajo un ángulo de 60”. Demuestren que los puntos medios de los segmentos 
AE, BC y CD son los vértices de un triángulo equilátoro, 

464. 'Si en dos lados de un paralelogramo que salen de un mismo vértico 
se construyen (por fuera o por dentro) triángulos rogulares, el vórtice opuesto 
del paralelogramo y los vértices libros de los triángulos forman un triángulo 
regular, Domuéstrenlo, 

465. Soan dados dos trióngulos equilátoros 4,B,C, y A¿B,C, orientados 
en ol mismo sentido. Los segmentos 4,4 y, BB, y CC, están Bivididos por los 
puntos A, B y C en iguales tazonos desde los extremos Ay, 8) y €, respcctiva- 
monte. Demuestron que el triángulo ABC es equilátoro. 

466. En ol trapecio rectángulo ABCD con ángulo agudo de 45", la diaso- 
nal AC os igual al lado CD. ILernos de demostrar que el punto medio do la base 
menor es equidistante del vértice A y del punto medio del lado CD. 

467. En los sogmentos AB y AC de cierta recta están construidas los trián- 
gulos rectángulos isósceles ABC, y ACB, (C, = ZB, = 90") orientados en 
sentidos opuestos. Demuostren que el punlo medio del segmento BC y los pun- 
tos B, y €, son los vérticos de un triángulo rectángulo ¡sóscelos. 

68. En el trióngulo AC con ángulo B de 45”, se han trazado las alturas 
CC, y 44, que concurren en el punto O. Vamos a demostrar que los puntos 
medios de los segmentos BC, A,C, y CD Son los vértices de un triángulo rectán- 
gulo isósceles. 

469. En los lados AB y BC del triángulo 48C, fuera de él, se han construi- 
do los triángulos equilátoros A BC, y BCAy con los centros en O, y Oz, respectiva: 
mente. Demuestren que el segmento 0,0, es dos veces más largo que el Segmen- 
to que une los puntos medios de los segmentos 0,C y C,O, y que forma con ellos 
un ángulo de 60% 

470. Bn los lados AD, BC y CD del rectángulo ABCD, fuera de él, se han 
gonstzuido los triángulos 'equiliteras 1801, BCO, y CDO,. Demuestron que 
las distancias entre los puntos medios de los sogméntos AM, 0,0, y BC, 0,04 
son. iguales, 

471, Fuera del cuadrilátero convoxo ABCD, se han construido en sus lados 
AB y CD los cuadrados ABMN y CDKL. Domuestron que los puntos modios 
de las diagonales de los cuadrilátoros ABCD y MNKL son los vórticos de un 
cuadrado 9 coinciden 

472, Sean dados dos cuadrados A,B,C,D, y A4B,C¿D, orientados en el mis- 
mo sentido. Los segmentos A14y, B/Bg: ¡Ca y D,D, están divididos por los 
puntos Aa, By Co y Dy en una misina razón, partiendo desde los vérticos de 
no de estos dundiados. Domuostren que el cuadrilátero A98C4D, es un cua 

trado, 

473. Sean dados dos polígonos regulares homónimos 4,43... An y 
B,B, . :. Bn de igual orientación, Los segmentos AjAy, Bybyo .--, An Bn 
están divididos por los puntos Cy; En ¿Cno corraspondiontoonto; en and 
misma razón comenzando deedo' los' vértices de uno de los polígonos dados. 
Domuestren que el polígono C,Cy . . . Cn es rogular. 

474, Fuera del triángulo ABC, se han construido on sus lados AB y BC 
los triángulos rectángulos ABD y BCE (£B = ZC = 00% orientados en un 
mismo sentido. Demuestron que los puntos medios de los segmentos AB, AC 
y DE son los vértices de un triángulo rectángulo Isósceles. 
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475, En el cuadrado ABCD el punto O os el centra, M4 y A' son los puntos 
medios de los segmentos B0 y CD. Demuestren que el triángulo AMY es isós- 
celes y rectángulo. 

476. En los lados del cuadrilátero ABCD, fuera de él, se han construido 
los triángulos rectángulos isósceles ABM, BON, CDP y DAQ (£M= ZN = 
= LP= 20 = 90”. Demuestren que los puntos medios de los segmentos MP 
y ÑO y los puntos medios de las diagonales dol cuadrilátero son los vértices de 
un cuadrado, 

477. En triángulo rectángulo ABC, desde ol vértice del ángulo recto, so 
ba trazado la altura CD. Los puntos M y N dividen los lados AC y CB, respecti- 
vamente, en razones iguales (partiendo de los extremos A y C). Demuestren 
quo el triángulo DMN es semejante a) prefijado, 

478. En la base y on uno do los lados laterales de un trióngulo isóscelos, 
fuera de ól, ban sido construidos cuadrados. Demuestron quo los centros de 
óstos y el punto medio del otro lado Intoral son los vértices de un triángulo rec- 
tángulo isóscoles. 

419, En ol rectóngulo ABCP 50 ha trazado Ja perpendicular BX a la dia- 
gonal 4C. Los puntos M y N dividen por la mitad los segmentos AX y CD, 
respectivamonto. Domuostren que ZBMN = 90”. 

480. Con relación a la hipotenusa AB del triángulo rectángulo ABC se 
ha construido el triángulo ALC) simótrico al primoro, Si A os ol punto medio 
de la altura C,D del triángulo ABC y N, ol punto medio del lado BC, el trián- 
gulo AMN es semejante al AABC, Domuéstrenlo, 

481. Sen dado ol poralelogramo ABC. En las rectas 43 y BC se han elo. 
gido los puntos Al y K de forma que los triángulos KAB y 21CB son isósceles 
(KA = AB y HC = CB). Demuestren quo el triángulo KDI( también lo es. 

482. El cuadrilátero ABCD está girado en torno a cierto punto O. que 
yace en el plano, a 90* a la posición 4,8,C,D,. Demuestren que si P, Q, R y S 
son los puntos medios de los segmentos 4,B, B,C, C,D y DA, respectivamente, 
los segmentos PR y QS son perpendiculares e iguales. 

483, Fuera de un cuadrilátero se han construido en sus Jados cuadrados. 
Demuesiren que sus centros Son los vértices de un cuadrilátero con diagonales 
iguales y perpendiculares mutuamente. 

484. En el triángulo rectángulo ABC, desdo el vértice del ángulo recto, so 
ha trazado la altura CD y construido el punto D, simétrico al punto D con rela- 
ción al caleto AC, Demuestren que el punto A y los puntos medios de los seg- 
mentos D,C y CB son los vértices de un triángulo semejante al dado. 

485. En ol triángulo rectángulo AJC so ha construido el punto Dy. simé- 
trico a cierto punto D del cateto ¿C, con relación a hipotenusa AB; E es el punto 
de intersección do los segmontos DD, y ABy¡ M y N, correspondientemento, los 
puntos medios de los segmentos 4D, y CE. Domuestren que 4MNB = 90", 

486. En el trióngulo ABC so han trazado las alturas AA, y BB, Y construi- 
de el punto Az simótrico al punto A; con relación a la recta AC; M y N son los 
puntos medios do los segmentos 244, y AB, respectivamente. Demuestren que 
el triángulo CMN os rectángulo. 

487. En el lado 48 del triángulo ABC, como sobre un diámetro, está cir- 
cunscrita una circunferencia que corta las rectas AC y BC en los puntos A, y Bi 
respectivamente, Demuestren que los puntos medios de las cuerdas AB, Y BÁy, 
la baso de la'altura trazada en esto triángulo desde el vértice C, forman tn 
triángulo semejento al dado. 

488. Dosde el punto M, tomado al azar en la circunferencia circunscrita 
al triángulo ABC, Se trazan las perpendiculares MA, y MB, a los lados BC 
y AC; P y Q son, respectivamente, los puntos medios do los segmentos 4B 
y 4,B,. Demuestron que ZPQM == 90. 

Xed. Desde el vértice A del triángulo ABC se traza la bisectriz AD hasta 
su intersección con la circunferencia circunscrita a dicho triángulo en el punto 
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Ay; M1 y N son los puntos medios de los segmentos CD y AB, respectivamento. 
Demuestren que los triángulos ACA, y AMM son semojantes, 

490, La cuerda.común de dos circunferencias intersecantos es el diámetro 
de una do ellas. Por uno do-los extremos do esto diámatro sé trazan tongentes 
a las mencionadas circunferencias. Domuestren que el otro oxtremo del 
diámetro y los puntos medios de los segmentos de las tangentos 
trazadas, cortadas por las circunterencias, son los vórtices de un triángulo 
rectángulo, 

491, En cl triángulo ABC las alturas AD y BE so hon continuado tras 
los vértices A y B y en sus continuaciones se marcan tales segmentos AM y BN 
quo AM = BC y BN = AC, Domuestren que los segmentos CM y CN son per- 
pondioularos o Ígualos. 

492. Fuera del triángulo ABC se construyen en sus lados AC y BC los 
triángulos oquiláteros ACB, y BCAy; M os el punto medio del lado AB y O, 
el contro del triángulo ACA,. Determinen los ángulos dol triángulo MA4,0. 

493. Fuera del triángulo ABC so construyen en sus lados AC y BG los 
cuadrados ÁCDA, y BCEB,. Demuestron que las rectas AB, y BA, So cortan 
en la altufa del triángulo dado trazada al lado AB. 

494; Sean dndos tros triángulos oquilátoros A/D, A¿DF y A=FO con igual 
orientación, con la particularidad de que los puntos Ay, Aa y A, son los vérticos 
de un triángulo equilátero orientado en el mismo sentido. Demuestren quo los 
puntos medios de los segmentos CD, EF y QB son los vórtices de un triángulo 
equilátero. 

495, Se da el paralologramo ÁBCD. En sus lados CD y BC, pero fuera de 
él, están construidos los triángulos somejantes CDE y FBC orientados en el 
mismo sentido. Demuestren que el triángulo FA E es semejante a ellos y su orien- 
tación es la misma. 

496. En los lados AB, AC y BC del triángulo ABC, como sobre sus bases, se 
han construido los triángulos isósceles semejantes ABP, ACO y BCR. Los dos 
rimeros están fuera dol triángulo dado, por el contrario, el tercero, por el mismo 
lado de BC que el triángulo dado (o bin a la inversa). Demuestren que el cua- 
drilátero APRO es un paralotogramo. 

497. Fuera del triángulo ABC se han construido en sus lados AC y BC 
los paralelogramos semelates ACMN y BCPQ. Demuestren que las rectas 
NB y QÁ so cortan en la altura del triángulo (o bien en su continuación) trazada 
desde el vértice C. 

498. En el extromo A de la cuerda AB do la circunferencia O so traza a 
ella una tangente a la cual, desde el punto 3, se baja Ja perpendicular BM que, 
por segunda vez, tropieza con la circunferencia en el punto €. Demuestren que 
el centro O, el punto , que divido la cuerda A2) en la razón AN : NB =1:2 
y el punto €”, simétrico a € son relación al punto Af. yacen en una misa recto. 

99. Los lados opuestos 43 y CD del cuadrilátero ABCD ostán divididos 
por los puntos M y Y, respectivamento, on Iguales razones contando desde los 
puntos 4 y C. Domuestron que el segmento MN divide la línea media del cuadri- 
látoro en la misma razón y se divide por la línea media por la mitad, 

500. Los puntos P, O, A y S dividen los lados del cuadrilátero ABCD de 
forma que AP; PB =DQ: QU = my AR : RD = BS: SC = n. Domuestren 
que los segmentos PQ y AS se dividen entro sí en esas mismas razones, 

501. En ol triángulo ABC ostá inscrito el paralelogramo ADEF de forma 
que los vórtices D, E y 1 yacen, correspondientemonto, en los lados AB, BC y 
AC. Por el punto medio M del lado BC se traza la recta AM que corta la recta 
DE en el punto K: Domuestron que el cuadrilátoro CFD A es un paralelogramo. 

502. Por los vórtices opuestos do un paralelogramo se han trazado rectas 

ue cortan sus lados o sus continuaciones en cuatro puntos. Demuestren que 
chos puntos son los vértices do un trapecio o paralelogramo 

. 503. En el trapecio ABCD el punto arbitrario M1 del lado lateral AB está 

vnido con los vértices C y D. De los vértices A y B se trazan las rectas AN y 
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BN puralelas a las rectas CM y DM, respectivamente. Domuestren que el punto 
Y de su intersección pertenece al lado CD. 

504. Sea dado el cuadrilátero ABCD, La recta trazada por el vórtico 4, 
paralela al lado BC, corta la diagonal BD en el punto M, mientras que la 
jecta trazada por el vértico B, paralcla al lado 4D, corta li diagonal AC en cl 
punto N. Domuestren que MN || CD, 

505, Está dado un hexágono arbitrario de simetría central. En sus lados, 
como sobre sus bases, están construidos por el exterior triángulos regulares, De- 
muestren que los puntos medios de los segmentos que wnen los vértices de Jos 
triángulos vecinos son los vórtices de un Rexágono regular. 

506. En ol lado AC del triángulo ABC se Loma un punto M tal que 14M == 


- + AC y en la continuación del Jado BC tal punto N que BN = CB. ¿En 


Qué razón divide a cada uno de los sogmentos AR y MI su punto de intersos- 
ción 

507. Están dados tres segmentos Arda, BB, y C,C¿. Dosignemos sus 
puntos medios con Á y, Ba y Ca, respectivamente, Sean M,, M4, y My los centros 
do gravedad de los triángulos A1B,C,, A2B,Ca y Ag iC a respectivamente. 
Demuestren quo Ma es el punto medio del segmento AM, Af, (o Iien que los pun- 
tos My, My y Mo coinciden). 

508, En la mediana CM del triángulo ABC se da el punto N. Por ella se 
trazan Jas rectas AN y BN que cortan los lados BC y AC en los puntos A, y By. 
respectivamente. Demuestren que el segmento 4,1, so divide con la mediana 
CM por la mitad y es paralelo al lada 48. 

509. En el lado AB del triángulo ABC se da el puuto /' por el que se tra- 
zan rectas paralelas a sus medianas AM, y BM, y que cortan los correspondien- 
tes lados del triángulo en los puntos A, y By. Demuestren que el punto medio 
del segmento 4,B,, el punto P, y el punto de intersección Q de las medianas del 
triángulo dado yacen en una misma recta, 

510. La distancia desde el punto de intersección de las medianas de un 
triángulo hasta el centro de la circunferencia cireunscrita a él es igual a un ter- 
cio del radio de dicha circunferencia, Demuestren que el mencionado triángulo 
es rectángulo, 

514. En dos rectas se dan los correspondientes segmentos AB y CD. Con 
los puntos M y M, el segmento AB se divide en las razones AM: AB = BM, : 
¡AB = AC: BD, AC » BD, en tanto que cl segmento CD está dividido con los 
puntos N y N, en esas mismas razones, respectivamente, Demuestren que el 
Segmento MM, os perpendienlar al segmento NN. 

512. Domuestren que si los lados laterales de un trapecio son perpendicn- 
lares, la suma de los cuadrados de sus bases os igual a suma de los cuadrados 
de las diagonales. 

518. Sl en un cuadrilátero Ja suma de los cuadrados de sus diagonales 
os igual a lo suma d Jos cuadiidos de todos sus Jados, esto cuadrilátero us un 
poralelogramo. . Demuéstronlo. e 

514. Están dados dos cuadrados ABCD y A,B,C¡D, orientados on el mismo 
sentido. Demuestren que AA? + CC? = BB7 E DDI. 

515. En la mediana CA, del triángulo ABC so da el punto P, por ol cual 
se trazan las rectas AP y BP que cortan los lados CB y AC-en los puntas Ay 
y B,, respoctivamonte. Demucstron que si AA, == BB, entonces el triángulo 
es ¡Sóscoles. 

516, En la base AB del triángulo isósceles ABC se da ol punto P. Demues- 
tren que PC1= ACÍ— AP-BP. Aclaren cómo variará la fórmula sí el punto 
P se encontrara: en la continuación do la base AB. 

517. Demuestren que sí del punto arbitrario M, tomado dentro del trián= 
gulo recióngulo' 4. BC (el ángulo € es recto), so trazan las porpendiculares MX, 
MY y MZ a los lados BC, CA y AB, respectivamente, tieno lugar la relación 
AY :ACH+BZ-BA +CX CB = AB? 
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518. En la continuación de los lados AB, BC y CA del triángulo ABC se 
hon tomado, correspondientemente, los puntos M, N y P de forma que BM 
= AB, CN = BC y AP = CA. Calculen la razón entre la suma de los cuadra- 
dos de los lados del irióngulo PMN y la suma de los lados del triángulo ABC. 

519, Los lados laterales BC y AD del trapecio ABCD están girados en 
torno de sus puntos medios en sentido positivo a 90%, después de lo cual ellos 
ocupan la posición do los sogmentos B,C, y A,D,. Domuestren quo DC; = 





=AjBr. 

320. En los lados AB, CD y EF do un hexágono de simotría central, so 
han construido los iriámgulos equilátoros AMP, EDO y EPR cón igual orienta 
ción. Domuestren que el triángulo PRO es equilátero (en particular él puedo 
degenerar en un punto). 

521. El lado AC del trióngulo ABC ostá girado alrededor del vértico 4 
a +90” y ol lado BC, en torno al vértice B a —90”, Demuostren que la posición 
del punto medio del segmento C,Ca, quo ¡no Jon extrrmos €, y Cs de los segmen- 
tos girados, no dependo de la posición del vértica C, 

522. En los lados de un cuadrilátero, como sobre sus diómetros, se cons- 
truyen semicircunferencias, con la particularidad de que dos circunforencias 
opuestas están dirigidas al interior del cuadrilátero y las otras dos, al exterior. 
Demuestren que los puntos medios de dichas semicircunferoncias son los vérti- 
ces de un paralelogramo, 

523, Está dado un cuadrado. Se construyen diversos triángulos rectángulos 
isósceles, El vértico de uno de los ángulos agudos de aquéllos coincide con ol 
vértice del cuadrado, on tanto que el vértice del lo recto pertenece a sus 
diagonales. Hallen el conjunto de los terceros vértices de los triángulos que 
consideramos. 

524. Fuera de un triángulo arbitrario se construyen en sus lados cuadra- 
dos. Demuestren que las alturas do un triángulo, cuyos vérticos son los centros 

lichos cuadrados, pasan, respectivamente, por los vértices del triángulo 














525. En el triángulo ABC se han trazado las alturas AA, BB, y CCy¡ Ap» 
Ba y Ca són los puntos medios de las mencionadas alturas. Demuestren que los 
tulángulos 448,1, BC 04; y ApCoB, son semejantes. 

526. Están dadas las rectas paralelas q, y 9; y dos pares de puntos Ay, Az 
y By, B,. Hallon en los rectas, respectivamente, tales puntos C, y Cy de forma 
que AyÓ 1 A1C, y BiCr ll BrCs> 

527. En el cuadrilátero ABCD los lados BC y AD están divididos en par- 
tes iguales con los puntos B,, By y A,, Ay, respectivamente. (Es siempre posible 
trazar una recta de'inodo que su segmento contenido entre los lados AB y CD 
se divida con las rectas AB, y AB, en partes iguales? 

528. Son dados tres puntos Ay, B, y Cy» Considerándolos como los puntos de 
división de los correspondientes lados de cierto triángulo ABC: en la razón 2: 1, 
por vna misma dirceción de circulación, construyan el triángulo ABC. 

529, En la hipotenusa de un triángulo rectángulo o en su continuación 
hallen tal punto que la recta que une sus proyecciones en los catetos sea per- 
pendioular a la hipotenusa 

530, Sean OA, OB y OC tres rayos que cortan dos rectas a y b en los puntos 
A, B,Cy Ay By, €), respectivamente, de forma que AB : BC = 1,04 : AA, = 

m. Halen la dependencia entre las relaciones OB : OB, = x y OC : OC, = y. 
531. Los lados oupuestos AB y DC, AU y BC del cuadrilátero ABCD se 
cortan en los puntos £ y £, respectivamente, Demuestren que los segmentos 
AE:CE _ AF-C 
formados satisfacen la igualdad BE DES BF DF" 
532, Una recta que pasa por el centro do gravedad do un triángulo divido 


sus lados en ciertos 'sogmentos. Hallen la dependencia entro la razón do las lon- 
gitudos do los segmentos de wa Indo y la relación de los segmentos del otro lado, 
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533. Demuestron que si en un cuadrilátero las continuaciones do los lados 
opuestos a pares se cortan, el punto modio del segmento quo une dichos puntos 
de Interseción yace on vna misma recta que los puntos modlos de las diago- 
alos, 

334. Demuestren que la suma do los cuartas potoncias de las distancias 
de un punto dado, situado en el plano de cierta circunferencia, hasta los vérti- 
«os de todo cuadrado inscrito en ella es constante. 


$ 7. VALORES MÁXIMOS Y MINIMOS* 


Es cómodo resolver los problemas para determinar los valores 
máximos y mínimos, según el siguiente plan: 

4. Se rovela la magnitud a optimizar (es decir, aquella para la 
que hay que ballar ol valor máx o mín) y se designa, p.ej., con la 
letra y (0.5, P, r, R,eto., en función de la fábula dol problema). 

2. Una de las mognitudes incógnitas (el lado, ángulo, eto.) se 
declara variable indopendiente y se designa con la letra x; se establo- 
cen los límites reales de variación de x (de acuerdo con el plantea- 
miento del problema). 

3. Partiendo de las condiciones concretas del problema dado se 
expresa la magnitud y con x y las magnitudes conocidas (etapas de 
la resolución geométrica del problema). 

4. Para la función y =f (z) obtenida en la etapa anterior se 
halla el máx o mín (en dependencia de lo que reqniere el problema) 
por el intervalo de la variación real de z hallado en el punto 2. 

5, Se interpeta el resultado del punto 4 para el problema geo- 
métrico a resolver. 

En las tres primeras etapas se confecciona, como se suele decir, 
el modelo matemático, es decir analítico, del problema geométrico. 
(El éxito en la resolución del problema depende con frecuencia de la 
elección acertada de la variable independiente. Es deseable que dicha 
elección conduzca a una expresión analítica sencilla comparativa- 
mente de y con z.) En la cuarta etapa el modelo matemático elaborado 
se investiga con la mayor frecuencia mediante procedimientos dol 
análisis matemático, en ocasiones con métodos elementales. Al reali- 
zar semejante investigación, el propio problema geométrico que 
fue punto¡de partida para el modelo matemático no interesa al in- 
vestigador. Solo cuando finaliza la resolución del problema en los 
márgenes del modelo matemático confeccionado, el resultado obtoni- 
do se interpreta para la solución del problema geométrico inicial 
(quinta etapa). 

Recordemos el plan para resolver, con los procedimientos del cál- 
culo diferencial, el problema de la determinación del valor máximo 
o mínimo de la función y =f (+) que se deriva en el intervalo X: 





» Para ubroviar aquí y en lo adelante, por máx y mín se designan los 
valores superiores máximos e inferiores mínimos de las funciones. —(N. del KR.) 
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4) se halla f' (2); 

2) se hallan los puntos estacionarios y críticos para la función 
1 (2), es decir, correspondientemente, los puntos en los que f' (x) = 0 
o bien" (2) no existe; de ellos se eligen aquellos puntos quo pertene- 
cen al intervalo X; 

3) se confecciona la tabla de los valores de la función y = / (2); 
en.esta tabla se incluyen los valores de la función en los 'puntos halla- 
dos en el punto 2, así como en los extromos del intervalo X. Si éste 
no contiene sus extremos, en la tabla se incluyen los límites de la 
función f (x) en sus extremos. 

Hay que tomar asímismo en consideración que el problema puedo 
ser resuelto con mayor facilidad por vía puramente geométrica (véase 
más adelante el ejemplo 5, 17 procedimiento). 

EJEMPLO 1. En una circunferencia de radio R están dados los 
puntos A y B, entre los que la distancia es igual a a y el punto C 
tomado al azar. ¿A qué scrá igual el valor máximo do la expresión 
AC? + BC% 

soLucIoN. (Fig. 93.) 1. La magnitud que optimizamos os la suma 
AC? + BC?; designémosla con y. 

2. Elegimos la variable independiente, hacemos ZCAB = z. Los 
límites reales de variación de esta variable son: (<1<nA— y, 
donde y = ZACB (este ángulo no depende de la elección del punto 
C, ya que siempre se mide con la mitad del arco fijado AmB). Es 
fácil cerciorarse de que, según el sentido del problema, el punto C 
ha de elegirse en el arco AnB, que es mayor que la mitad de la cir- 
eunferencia. 

3. Expresemos y con x, a y R. De acuerdo con el teorema de los 
senos AC=2Rsen (n—a— y) =2R sen (14 y), BC = 
=2R sen x y AB = 2R sen y o bien a = 2A sen y. Entonces, sen 
Y = za. Como resultado obtenemos: y =4C*-+ BC? <=(2R son (2-4 
+ + gr sen a) 4R? (sen? (2 + y) + son? 2), así se ha 
confeccionado el modelo matemático del problema, 

4. Consideromos ahora la función obtenida y =42%* (sen* (2 + y) + 
+sontz). Hay que hallar su valor máximo on ol intorvalo 
10; x—+yl. Hagamos ciertas transformaciones de la oxpresión que 
profija la función. Tenemos: y=4R? (Uefa y end) 
=282 (2—cos (22 + 2y) —00s 22) = 482 (1 —cos (2m-+ y) cos y). 

En el ejemplo que consideramos el valor máximo de la expresión 
obtenida es posible de hallar sin determinar la derivada: os evidente 
que él se alcanza cuando cos (2r + y) tiene ol valor mínimo, es de- 
cir, cuando cos (22 + y) = —1. Esto será con 22 + y = 1, o sea, 

ón 1 .—y 
cos = 277, Indiquomos que ol punto 


tervalo ]0; a — yl. 








poñtonece al in- 





70200 
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Calculemos el valor máximo do la función y: y=4R*(1— 
—(— 1) cos y) = 42? (1 + 005 y) = 4R? (14 Y [sen Ty) = 48? x 
x (1+ Y 1) =2R (2R+ Y 1RTZ0). 

5. Efectuando la interprotación de este resultado llegamos a la 
conclusión: el valor máximo de la expresión AC? + BC? os igual a 
2R (2R + Y IRE 2%); 6l so alcanza cuando ZCAB = EY, os 


decir, cuando el triángulo ABC es isósceles (AC = CB). 
EJBMpLO 2, Por el punto fijado M dentro de un ángulo, tracemos 
una recta que corta del ángulo el triángulo de menor área. 











Fig. 94 


SOLUCION (fig. 94). 1. Por el punto M trazamos la secante AB. La 
magnitud que optimizamos es el área del triángulo A0B. La desig- 
nemos con $. 

2, Tracemos DM || OB || KM OA. Hagamos KB = x; los lí 
mites reales de variación de z son: 0 < zx < +oo, 

3. Como M es un punto fijado, los segmentos DM y KM también 
están fijados; hagamos DM = a, KM = b y expresemos $ con x, 
ayb 

Consideremos los triángulos MKB y AOB. Do su semejanza se 


doduco que 442, os decir, gq =zFz» Esto significa quo 


04 = 22. A continuación tonomos: S==F0A-OB sena, dondo, 


para abreviar,so ha tomado e:=Z 4OB. Así, pues, SP YEED y 


x (a+ 2) son e Da, La (está confeccionado el modelo mato- 
mático del problema). ) 
4. Analicomos la función S=kCEL, donde 0<2<-+ oo y 


k=22P2. Hallomos su valor mínimo. 
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y Se rteiazta 
2) La derivada no existe en el punto x = 0 y se reduce a cero en 
los-puntos z = —a, « = a. De estos tres puntos sólo el punto z = a 
pertenece al intervalo 10; «Fool. 
3) Hallemos los límites unilaterales do la función en los extro- 
mos del intervalo: 


lim Let 4200, lim LED oo, 


soho a+ 








La tabla de valores de la función tiene el aspecto: 








Es decir, el“valor mínimo de la función se alcanza en el punto 





ua, 

5. Retornemos al problema geométrico inicial. Si a = KB = a, 
entonces, como OK = a y MK es la línea media del triángulo A0B, 
por lo tanto, M es el punto medio do AB. Así, pues, con el fin de 
cortar en los Jados del ángulo un triángulo del área mínima, hay 
que trazar por el punto M una recta de modo que su segmento entre 
los lados del ángulo se divida en el punto M por la mitad. 

ssempLO 3. En los lados iguales AB y BC del triángulo isóscelos 
ABC se han tomado los puntos D y E de modo que DE || AC, Sobre 
DE, como en la base, se construye un cuadrado de forma que éste y 
el punto B yacen por diferentes lados de la recta DE. Hallemos el 
valor máximo del área de la intersección del triángulo con el cua- 
drado, si AC == b y la altura 8H del triángulo ABC os igual a h. 

soLucIóN (fig. 95). 4. La magnitud que optimizamos es el área S 
de la intersección del triángulo con el cuadrado. 

2. Designemos con x el Jado del cuadrado: z = DE. Hallemos los 
límites reales de variación de x. Está claro, que de todos los cuadra- 
dos que yacen onteramente dentro del triángulo tieno la mayor área 
el cuadrado inscrito, es decir, aquel cuyos cuatro vértices yacen en 
los lados del triángulo. Si x os mayor quo el lado del cuadrado insori- 
to, el cuadrado y el triángulo se disponen como se muestra en la 
fig. 96, en este caso la intersección dol cuadrado con el triángulo será 
el rectángulo inscrito DEPT (el cuadrado inscrito es un caso parti- 
cular). Es decir, los límites reales de variación de x; desde el lado del 
cuadrado inscrito hasta el lado AC. 


7 
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Ha]lemos el lado del cuadrado inscrito. De la semejanza de los 
triángulos BDE y ABC (fig. 95), obtenemos: F=*7%, de dondo 





hallamos: as Así, pues, 7 Si<b. 


3. Expresemos el área S del rectángulo inscrito DEPT con x, 
a y h. Do la semejanza de los triángulos ADT y ABH, obtenemos: 


B 

















Fig. 95 Pig. 96 


=> es decir, Ea , de dondo Dr Mon y, por 





consiguiento, S= EL=2, 


4. Analicomos la función S=%(ba—x") en ol intervalo 
b 
[5 b[ y ballemos su valor máximo: 
1) =L (22); 2) S'=0 con 2. 
Ahora, hay que aclarar sí el punto E yace dentro del intervalo 
Y z 
[545 +b[, es decic, si so cumple la desigualdad <> Con 


este objeto compongamos la diferencia 5-7 y hallamos la de- 


pendencia entre b y h, con la cual ésta es negativa. Tenemos 
=> 

En E ¿ LL. Ahora está claro que la diferencia 

es negativa si h<b, Sin ROS si h>b, entonces dentro del 


intervalo 








A A 
rn [ no hay puntos estacionarios. 
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3. Elaboremos la tabla de los valores de las funciones entre los 
que hay que buscar el máximo. Ante todo, señalemos que 


lím, S()= Um, L (ba—a?)=0. 


x+b-0 


hd 


A continuación, 8 (¿77) = hi , ya que ¿pz es el lado del 
er )=%. 


cuadrado inscrito. Por fin, 
h<b, la tabla tiene la Cda 








Demostremos que 2 > (57%7)”. Ella se reduco a la desígualdod 


(04h)? > ábh, es decir, (0—h)?>0, lo que es una evidente desi- 
gualdad: 
Así, pues, si h<b, el valor máximo de la función S es igual 


a 2 y so alcanza en el punto pa 
Si h>b, la tabla tiene la forma: 














En esto caso ol valor máximo de la función S es igual a (527) 


bh 
y se alcanza en el punto =p 


5. Retornando al problema inicial llegamos a la siguiente con- 
clusión. Si la altura del triángulo es menor que la baso, el área má- 
xima la tendrá la intersección del triángulo con el cuadrado cons- 
truido en la línea media del triángulo. Pero si la altura del trián- 
gulo no es menor que la base, la máxima será el área del cuadrado 
inscrito en el triángul. 
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EJEMPLO 4. En una circunferencia de radio R está inscrito un 
trapecio del área máxima. Hallen los lados laterales del trapecio si 
wva de las bases es igual a RY 3. 

soucióN (fig. 97). 4. La magnitud que optimizamos es ol área S 
del trapecio. 

2. Designomos con la letra z el ángulo en la baso conocida dol 
trapecio. Con x= 60” el trapecio degenera convirtiéndose en un 
triángulo regular inscrito. Como sabemos, su lado es igual a RV 3, 
Por otro lado, = debo ser menor que 120%, ya que el arco, sobre el 
que se apoya el ángulo inscrito en la base del trapecio es menor que 
240" (fig. 98). 

Así, pues, hemos establecido los límites reales para la variable 
independiente introducida: 60% < x < 120". 


B o 





AÑH D 
Fig. 97 Fig. 98 


3. Sabomos, que el área del trapecio Sano» =2425..BH, donde 


BH es la altura del trapecio. Pero AD + BC = (AM + DH) + 
+ (4D —24H) = 2DH. Así, pues, Sanop == DH- BI. Expreso- 
mos ol área S con z y R. Tenemos: AD = RY3, BD =2R sen z, 
ZABD se mido medianto LU AD, es decir, ABD == 600", 
LBDA =120 —%, BH == BD» son (120 — 2) =2R son x X 
x son (120% — 2). 

DH == BD os (120 — 2) = 218 son x cos (120 — 2). Por lo taa- 
to, S = DH:BH =2R son 00s (120 — 2):2R son x sen (120” — 
— 2) = 2R? son? a sen (2400 — 22). 

4. Hallomos el valor máximo do la función $ =2R* sent x Xx 
X son (240% — 22) en ol intervalo 160% 120". 

1) S' =2R3 (2 sen x cos z sen (240 —2x) —2 sont x= Xx 
x cos (240? — 22)) = 40 sen zx (sen (240" — 22) cos z — sen e X 
X cos (240% — 22) = 480 son x sen (240% — 22— 2) = 4% sen ex 
X sen (240 — 32). 
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2) En el intervalo ]60%; 120% 5” se reduce a cero sólo en el punto 
as 


3) 





En esta tabla so entiende por S(120%) el lím S. Comparemos 

da izo 
los valores Aya, y 2R2sen* 80". Supongamos que 2R? sen* 80* > 
>. Entonces, sowgo> 1, de donde son? so> (y, 


es decir, son80*>-L2 o bien que son80*>son 60%. Esta última 


desigualdad y, junto con ella, la suposición son ciertas. O sea, el va- 
lor máximo do la función S se alcanza con 
z = 80", 

5. Así, pues, el área máxima la tiene 
el trapecio con ángulo de 80* en la base. 
Ahora hallemos el lado lateral de tal tra- 
pecio. Del triángulo ABD (fig. 98), tone- 
mos: AB =2R sen (120” —2). Con x=80" 
obtenemos: AB ==, 2/7 sen 40%, 

EsempLo 5. Demostremos que de todos 
los triángulos con la base y el ángulo en el 
vértice dados la bisectriz máxima del ángulo Fig.99, 
en el vértice la tiene el triángulo isósceles. 

SOLUCIÓN. Y procedimiento, 1. La magnitud que optimizamos y es 
la bisectriz BD (fig. 99). 

2. De:acuerdo con el planteamiento AC y LABC son constantes, 
hagamos AC =b, ZABC = P. Introduzcamos la variable indopen- 
diento x= ZADB. 

Hallemos los límites reales de variación de zx. Por un lado el 
ángulo x, como exterior para el triángulo BDC, es mayor que cual- 
quier ángulo de oste triángulo que no sea adyacento con el ángulo 


BDA, os decir, z > L. Por otro lado, dol triángulo ABD deducimos 





que z <a—L. Así, pues, L<r<a—h 
3. Expresemos BD con z, b y f. Soñalemos que Z BAD=== 
=a—L, LhcD=r—L 
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Según ol teorema de los senos, del triángulo ABC obtenomos: 
AC deci AB 
nn a+ ei , do donde hallamos: 








son (+ 


ES bon (5) 


sen Y 9 
Do modo análogo, según ol teorema de los sonos, dol triángulo 








le BD " AB 
ABD obtenemos: LE, es decir, ¿EL 
sn (a-==5) 


de donde hallamos: 


y ABson (=+ 4) e: sen (+4) son (2+4 








Lo sena sen z sen PP A 
bo cosf—00s2r 
—Zsenf sen 
4. Hallamos el valor máximo do la función y=5 3 





cos $ —cos 2e 





i Bb. B 
x AZ C09% on ol intervalo |; a 
Dye t_,2sendesensm cose (cos 605%) _ 
=p . as 
sn p Sea 
0 feos 2 cos x-+- son De sen 2) +-sen 2e sen cos $ cos _ 








senta 
os $ cos 





2 Bo ysont 

Peal cssa—eepezrara,, Leon (mas ea ») 
e ms =—— on peta : 

2) y =0 si cosm=0, es decir, cos 2=$ (otras soluciones en 


ol intervalo 15 a—¿P[ la couación cosz=0 no tione); y' no 








existe si senjz==0, poro on el intervalo 14 a—£[ esta ecuación 


no tiene soluciones. 
3) Con el fin de elaborar la tabla para hallar el valor máximo 
do la función, ante todo, calculemos los límites unilaterales de la 


función que consideramos cos 22-40 y con 21 —0. 


b (cos P—cos2r) _ bícosP=cosB) 
Ma en pana lenta 0, 


> B40 2 sen f sen-y 


b (cos $ —cos 22) _ b (cos B-—cos (2x—P),_ 
a A et A. 


sra=É-o 2sen p sen (n— 
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Ahora ya está claro que la función y(z) tiene el valor máximo 


con 2=-p. Este valor es igual a: 


B 
E A 
la 4 anE cn E? dE 


5, Sizo= =, ZADB = 90”. Esto significa que on el triángulo 


ABC la bisectriz BD es la altura y, por lo tanto, ABC es un trián= 
gulo isósceles. Así, pues, de todos los triángulos con la hase y el 
ángulo en el vértice dados, la mayor bisoctriz :S 

del ángulo en el vértice la tiene un triángulo B R 
isósceles. 

UU procedimiento. Demos la demostración 
geométrica que, como veremos, por su brove- 
dad y elegancia gana considerablemente en 
comparación con el primer procedimiento. 

Circunscribamos una circunferencia al 
triángulo ABC con la bisectriz BD (fig. 100). AX D o 
Los vértices de los demás triángulos con la 
base y el ángulo en el vértice dados yacen en M 
el arco ABC. Tomemos el triángulo isósceles 
ABC, tracemos en él la bisectriz B,D, y de- Fig. 100 
mostremos que BD < B,D,. 

Continuemos ambas bisectrices BD y B,D, hasta su intersección 
con la circunferencia. Ambas cortan a ésta en un mismo punto M, 
que es el punto medio del arco AC. Como B4M es el diámetro de la 
circunferencia, entonces BM < B,M. Del triángulo DD,M conclni- 
mos que DM >D,M. De estas desigualdades se desprende que 
BM — DM <B,M —D,M, es decir, que BD < B,D). 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


535, Demuestren que en ol triángulo rectángulo 7 < 1/24, donde y 


es el radio de la circunferencia inscrita, /t, de la circunscrita, 
536, Demucstren que cn un triángulo isóscelos la razón entre los radios de 
las circuntorencias inscrita y circunscrita no es mayor de =z- - 


537, Demuestren que de todos los triángulos con igual ángulo en ol vértico 
y suma constanto de los lados iguales, el ¿sóscoles tiene la menor baso, 

538, Demuestren que de todos los triángulos con la base y ángulo en el 
vértico dados, el isóscoles tiene: a) la mayor área; b) el mayor perímetro. 

539, Demuestren que de todos los triángulos isóscoles, inscritos en la cir= 
ounferencia duda, el equilátero tiene: a) la menor área; b) el mayor perímetro. 
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540, El punto A yace entre dos rectas paralolas l, y 1, está alojado de ellas 
a las distancias a y D y os el vórtico del ángulo recto del triángulo rectángulo 
ABC; el punto B yace en la recta 1, el €, en l¿. Domuestren que de todos estos 
triángulos el de catetos a Y/2 y » 1/2 tiene la menor área. 

/41. En un triángulo está inscrito un rectángulo. Domuestren que el ároa 
del rectángulo no es mayor de la mitad del área del triángulo. 

542, Domuestren que de todos los paralelogramos, inscritos on el trián- 
gulo dado de forma que ellos tengan un ángulo común, el paralelogramo que 
tiene la mayor área os aquel cuyo vértice divide por la mitad el lado del trián- 
glo opuesto al ángulo común. 

543, En ol triángulo 48€ ol área os igual a $ y 28 = f Mellon el valor 
mínimo: a) de la suma do los lados 48 y BC; b) dol lado AC; e) del perímetro 
del triángulo. 

544, Do todos los triángulos isóscolos, con largurá constante de la mediana 
trazada al lado lateral, hallen aquel que tleno la mayor área. ¿A qué es igual el 
ángulo en el vórtico de somojanto triángulo? 

545. En el triángulo 42€ con lados a, 6 y es loslulos 48 y AC so han con- 
tinuado tras los vértices B y € a las distancias AD y AL de forma que BD + 
CE = AC. Hallon AD y A£ de modo que ol segmento DE sea el minimo, 
546. En el lado AC del triángulo ABC se ha tomado al azar un punto y 
desde él están bajadas perpendiculares a los lados 48 y BC, ¿A qué serán iguales 
los valores mínimo y máximo de la suma do estas porpendiculares si sabemos 

que AB > BC? 

547, Inscriban en el triángulo dado un rectángulo que tenga con el primero 
el ángulo recto común y la menor diagonal. 

548, Una estatua de 4 m de altura eslá situada sobre una columna de 5,6 m 
de altura. ¿A qué distancia do la columna ha de encontrarse una persona para 
que vea la columna bajo el máximo ángulo, si la distancia desdo e suelo hasta 
el nivel de sus ojos es igual a 1,6 1? 

549. Los lados laterales y una do las bases de un trapecio son iguales a 
15 cm. ¿ Con qué base el área de la figura será la máxima? y 

De un trapecio rectangular con bases a y 3 y altura h so corta un restán- 
gulo de la máxima área, ¿A qué será igual csla área si; a) a = 80 cm, b = 60 cm, 
hh = 100 cm; b) a =24 6m, 6 = 8 cm y h = 12 cm? 

551. El lado dol cuadrado ABCD os igual a $ cm. En los lados AB y BC 
so han domado los puntos Py E, respectivamonto, do modo quo BP = BE == 
= 3 cm. Hallen en los lados CD 'y AD los puntos Af y K do forma que el tra- 
pecio PEA tenga cl área máxima, ¿ A qué es igual el valor máximo dol área 
del trapecio? 

552. En el pontágono ABCDE los ángulos A, B y E son rectos, AB == a, 
AE =b, BC=< y DE =m. Inscribir en el pontágono cl rectángulo do ároa 
máxima 'si: a) a=7 0m, b=9cm, e =3 om y m= 50m; b)a=70m, d= 
b=D om, c=3 cm y m=4 om, h 

553. En una circunferencia so dan dos puntos: A y 3. Hallen en la circun- 
ferencia tal punto C que: a) el producto AC-BC sea ol máximo; D) la suma 
AC-+BC sea la máxima. 

554. a) De todos los sectores con ol perímetro P dado hallen aquel quo 
tione el área máxima. 

b) Do todos los sectores con ol área S dada hallen aquel quo tieno ol porí- 
motro. mínimo, 

555. La sección de un túnel tieno farma de rectángulo torminado por arriba 
en forma de semicírculo. ¿ Con qué radio do éste el área de la sección será la 
máxima si el perímetro de ésta os igual a P? Ñ 

556. La cuerda 48 ostá alejada del contro O de la circunferencia do radia 
Rada distancia ». En el monor de los dos segmentos formados por la cuerda AB 
inscriban el rectángulo de área máxima. 
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557. En la circunferencia de radio R está inscrito un trapecio, una de cuyas 
bases es igual al diámetro. Hallen el área máxima de dicho trapecio. 

558. a) Demuestren que de todos los triángulos con el ángulo agudo en el 
vértice y con la base dados, el triángulo isóscoles tiene la máxima mediana tra= 
zada a la baso. 

b) Demuestren que de todos los triángulos con el ángulo abtuso en el vértice 

la base dados el triángulo isósceles tiene la mediana mínima trazada a la 
1480, 

559. Por el vértice B del triángulo dado ABC se traza la recta 1. Do los pun- 
tos A y C so bajan perpendiculares a dicha recta, Demuestron que la suma de 
las porpendiculares sorá la mínima si la recta 2 es perpendicular a Ja mediana 
BM dol triángulo ABC. 

560, a) De todos los triángulos isósceles del área 5 dada, hallen aquel en 
el que se queda inscribir la circunferencia de radio máximo, Calculen su radio, 

b) A la circunferencia do radio r circunscriban un triángulo isósceles del 
área mínima. Hallen esta área, 

561. El lado del cuadrado ABCD os igual a 6 cm. En los lados AD y AB 
so han tomado los puntos X y P do forma que AX =3 om, AP =2cm. En 
be pes e inscrito un trapocio con la base XP, ¿Cuál sorá el área máxima 
del trapoci 

562, La cuerda AB es igual al radio do la circunferencia. La cuerda C/) se 
ha trazado paralelamento a AB de modo que el trapecio ABCD tiene el área 


o Hallen el valor angular del menor de los arcos cortados por la cuerda 








Capitulo 11 


ESTEREOMETRÍA 


$ 8 GENERALIDADES SOBRE LA CONSTRUCCIÓN DE LA 
REPRESENTACIÓN DE UNA FIGURA DADA 


4. En planimetría la representación de la figura dada Oy, llama- 
da original, puede ser toda figura ( semejante a Dy. 

P. ej., si la figura D, dada es un triángulo con catetos iguales a 
5 y 30 cm, es posible considerar que su representación es cualquier 
triángulo rectángulo en el que la razón entre sus catetos sea 5 : 30, 
es decir, un triángulo rectángulo con entetos iguales a 4 y 6 em. 

Hemos de señalar que en la práctica no es siempre sencillo cons- 
tzuir la representación de la figura prefijada, incluso con vna preci- 
sión hasta la semejanza. Así, p. ej., si para resolver el problema es 
preciso construir la representación de un triángulo rectángulo según 
la hipotenusa y la bisectriz de uno de los ángulos agudos dados, como 
ninguno de los ángulos agudos del triángulo es conocido, con el fin 
de construir su representación hasta la semejanza sería necesario 
realizar cierta construcción auxiliar, es decir, resolver un nuevo 
problema. Es natural, que en tales casos se intenta resolver el pro- 
blema planteado en un dibujo «aproximado» y después de haber 
hallado la resolución, ejecutar el dibujo con una precisión hasta la 
semejanza. 

2, Cuando se trata de construir la representación de la figura 
dada en estereometría, el problema es mucho más complicado. 

En la geometría descriptiva se han elaborado con detalles divor-= 
sos métodos para construir las representaciones, en particular, di- 
versos tipos de proyección paralela. No obstante, en las lecciones de 
geometría en la escuela media, la confección de planos en cierta 
proyección paralela no está justificada. Al resolver problemas geo- 
métricos la construcción de:las representaciones do las figuras se 
realiza en una proyección paralela arbitraria, os decir, la posición 
del original con relación al plano en el que se bfectúa la proyección 
y la dirección de la propia proyección respecto a dicho plano, son 
indeterminados. La posibilidad de aplicar este procedimiento de 
construcción de la representación proyectada se desprende del teore- 
ma de Polke—Schwarz, de acuerdo con el cual todo cuadrilátero plano 
ABCD, junto con sus diagonales, puede ser tomado por la proyección 
paralela de un tetraedro semejante al tetraedro AB ,C¿D de forma arbi- 
traria, Según la representación obtenida durante semejanto proyec- 
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ción paralela arbitraria, no es posible restablecer el original, pero al 
resolver los problemas del curso escolar esto no es necesario. 

3. A los dibujos de proyección que se elaboran al resolver pro- 
blemas en la escuela media se plantean los siguientes requisitos: 

4) la representación debe ser cierta, es decir, ella debe represon= 
tar una figura semejante a la proyección paralola del original; 

2) la representación, en la medida de lo posible, debe ser eviden- 
te, es decir, ha de provocar la representación tridimensional de la 
forma del original (en algunos casos este requisito no se observa. 
Sobre esto se hablará más abajo); 








te) n (e) mm 


Fig. 101 


3) la representación debe elaborarse con facilidad, o sea, las reglas 
de construcción han de ser lo más sencillas posible; una gran canti- 
dad de construcciones auxiliares sólo dificulta la asimilación del 
contenido del problema. 

Hay que distinguir con claridad las nociones de representación 
cierta y evidente, 

La certeza de la representación es una noción matemática riguro- 
samente determinada, mientras que el concepto de evidencia se ro- 
fiero a los subjetivos, ya que está relacionado con la percepción 
individual de la figura representada. 

P. ej., todas las mostradas en la fig. 101, a, b, c, d son ropresen- 
taciones ciertas de un cubo. Pero nos parece que la evidente es la 
de la fig. 101, d. En la fig. 101, e, f, g, h todas las representaciones 
son las ciertas de una pirámide cuadrangular. La evidente sólo es 
la mostrada en la fig. 101, h. 
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Para que la representación sea cierta es suficiente construirla en 
correspondencia con las leyes de la proyección paralela. 

4, Con la noción de representación cierta ostá íntimamente ligado 
el concepto de plenitud posicional de la representación (o bien, con 
brevedad, plenitud de la representación). Recibe el nombre de com- 
pleta la imagen de la figura (, si cada punto Ap, perteneciente a ella, 
está prefijado en el dibujo de proyección. 

Recordemos con brevedad cómo se define esta noción. 

El plano a sobre el que se proyectan las figuras que estudiamos, 
llova el nombre de plano de proyección o bien de representación (en 
realidad es el plano del dibujo), en tanto que la propia proyección 
sobre el plano «, exterior, Con el 
fin de construir la representación 
do cierta figura puede realizarso la 
proyección central o bien para- 
lela. Cuando hablamos de la pro- 
yección exterior, en adelante, sólo 
vamos a tener en cuenta la pro- 
yección paralela. 

Examinemos en el espacio cier- 
to plano xo distinto de o y una 
nueva dirección de proyección pa- 
ralela no paralela al plano 1 
la proyección en la mencionada d 

Fig. 102 rección va a llevar el nombre de 

auxiliar (paralela). Para cada pun- 

to A, del espacio construimos el punto 4; que es la proyección del 

punto A, en el plano x, (proyección auxiliar) y, a continuación, 
proyectamos ambos puntos Ay y A; en el plano a (fig. 102). 

Obtenemos los puntos Á y A” que reciben el nombre de proyección 
y proyección secundaria del punto Ay, respectivamente, 

La correspondencia 4 —> 4” en el plano de proyección se puedo 
considerar (claro está, de modo convencional) como cierta clase de 
proyección; se Jo da el nombre de interior paralela, ya que.se efectúa 
dentro del plano de representación. Es evidente, que cualesquiera 
que sean los puntos Ap, Bo, Co, - . . en el espacio, en dicho plano: 
AA'(BB'"I|CC' ll... 

Entendemos por proyección do una figura tridimensional el con- 
junto de las proyecciones de todos sus puntos. 

Con el fin de obtener la proyección de la figura tridimensional 
0, (del original) no es obligatorio en el caso general la proyección 
de cada uno do sus puntos, P. ej., si Dy es un poliedro, él está limi- 
tado por un número finito de caras (figuras planas), cada una de éstas 
está Fmitada por una quebrada, en la que los eslabones son las aris" 
tas del poliedro (segmentos). Á su vez, cada arista está limitada con 
un par de vértices del poliedro. Si hallamos todas las proyecciones 
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de los vértices del poliedro, estarán asimismo determinadas las pro- 
yecciones de todas sus aristas y caras, es decir, la proyección del 
poliedro, 

El punto 4) perteneciente a la figura O, se llama prefijado en el 
dibujo de proyección (con brovedad, prefijado) si conocemos sus 
proyecciones y la proyección secundaria, es decir, un par de puntos 
AyA”. 


'Así, pues, dos pares de puntos A, A” y B, B” determinan la ima» 
gen completa de la recta 4,8, a condición de que AA" || BB”. 

Por analogía, si AA” 132" [1CC”, los pares de puntos A, A'; 
B, B' y C, C' determinan la imagen completa del plano AyBCo. 

Con el fin de fundamentar la plenitud de la representación de 
algunas figuras, es conveniente considerar la proyección central 
auxiliar de los puntos Ap, Bo, Cay + + . de la figura original (P, en 
el plano xo. Habiendo realizado dicha proyección y, a continuación, 
como habitualmente, la proyección exterior (paralela) de los puntos 
Ay Ap Boy Bis Co y Co en el plano 
a, obtenemos las proyecciones y las pro- $ 
yecciones auxiliares de los puntos 40, Bor 

7 En semejante caso, la correspon- 
dencia A —> A” recibe el nombre de pro- 
yección interna central (claro está, conven- 
cionalmente). Es evidente, que cualesquiera 
que sean los puntos: 4a, Bo, Co, . . . en el 
espacio, las rectas AA”, BB”, CC”, ....on 
el plano de representación se cortan en wm 4 B 
mismo punto. LS 

Ahora, mostremos que si prefijamos Jas 
proyecciones de los vértices de la pirámide € 
SodyBoCp, es decir, los puntos S, A, B Fig. 103 
y C (sin las proyecciones secundarias), 
la representación de la pirámide sorá 
completa. En efecto, tomando como centro de proyección auxiliar el 
punto Sy y como xy el plano A4B¿Co, para cada punto M, de la pi- 
rámide es posible, sogún su proyección M, construir su proyección 
secundaria, o sea, el punto M”. En la fig. 103 tal construcción se ha 
hecho para el punto Mo pertencciento al plano So 4,K;. Con ello, 
cualquier punto del triángulo ABC puede ser considerado como pro- 
yección del punto $. 

La representación de un cono en forma de una figura constituida 
por una elipse y un par de tangentes a ella, trazadas desde cierto 
punto exterior, es completa. Para cerciorarse de ello hay que consi- 
derar el cono junto con una pirámide inscrita en él. 

5. Si la representación de la figura D, es completa, en ella es re- 
soluble cualquier problema de posición, es decir, el problema de la 
construcción de las incidencias de las figuras dadas (p. ej., el pro- 
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blema de la determinación de los puntos de intersección de la recta 
prefijada con el plano dado). 

6. También está ligada con la representación cierta la noción de 
su definición métrica. 

La ropresentación de la figura Do se denomina definida métrica- 
mente si de acuerdo con ella es posible (en principio) restablecer la 
figura My con una precisión hasta la semejanza. 

En el caso general, la representación completa no está aún defi- 
nida métricamente, pero a determinadas condiciones puede conver- 
tirse en tal. P. ej., si se indica que el prisma representado en la 
fig. 104, d es regular, su representación no estará aún definida mé- 
tricamente. Si añadimos adicionalmente que la arista lateral del 
prisma es dos veces mayor que el lado de la base, se asegurará la de- 
finición métrica de la representación, 

Recibe el nombre de condicional la representación acompañada de 
tales condiciones que permitan restablecer el original con una preci- 
sión hasta la semejanza. Son precisamento las representaciones con- 
dicionales las que se emplean en las lecciones de matemáticas en la 
escuela. 

Semejantes condiciones (contenidas en el planteamiento del pro- 
blema y que, por lo general, se indican con brevedad en la anotación 
del problema) son muy diversas y dependen, en particular, de la 
figura que se representa. 

P. ej., si en el original Ja figura D, es un cubo, es suficiente acom- 
pañar su imagen con la condición: la figura D es un cubo. En efecto, 
tal condición, aplicada a la figura O, da la posibilidad de restablecer 
el original con una precisión hasta la semejanza, ya que todos los 
cubos son semejantes entre sí. % 

Si la figura D, es una pirámido cuadrangular regular, es insuli- 
ciente acompañar su representación con la condición de que Ja figura 
<P es una pirámide cuadrangular regular, ya que en el caso' dado no 
podemos todavía restablecer el original con una precisión hasta la 
semajanza. Con el fin de que en oste ejemplo la imagen Bea definida 
métricamente, hay que indicar además, p. ej., la razón entre la altura 
de la pirámide y el lado de la base o bien el ángulo entre la arista: la- 
teral y el plano de la base, o bien el ángulo entre la cara lateral y 
el plano de la baso, etc. 

7. Las construcciones que se realizan en el dibujo de proyección 
pueden ser de posición y métricas. Las primeras transmiten las pro- 
piedades del original que se conservan durante la proyección paralela 
exterior. % 

Las construcciones métricas, por regla, transmiten las propiedades 
del original que no se conservan durante la proyección paralela, 

Ciertas construcciones que, a primera vista parecen métricas, en 
un problema concreto pueden convertirso en las de posición. P. ej-; 
la construcción de la altura del triángulo en el caso general es me- 
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trica, ya que no se conserva la propiedad de las rectas de ser perpen= 
diculares con la proyección paralela: Pero si en el original los lados 
AwBo y ByC, del triángulo ApB¿Co son iguales, en el original la 
altura BD, es al mismo tiempo la mediana, mientras que la propie- 
dad do un segmento de ser mediana do un triángulo con la proyección 
paralela se conserva y, por lo tanto, la representación de la altura 
BoD, do dicho triángulo será la mediana BD del triángulo ABC. Así, 
pues, en el caso que consideramos, la construcción de la representa- 
ción de la altura es de posición. 

8. Con el fin de fundamentar la definición métrica de la repre- 
sentación completa hay que distinguir las propiedades afines y métri- 
cas de las figuras. He aquí algunas de ellas. 

Propiedades afines (se conservan con la proyección paralola): 

1) propiedad de la figura do ser un punto, una rocta, un plano; 

2) propiedad de las figuras de tener intersección; 

3) división del segmento en la razón dada; 

4) propiedad de las rectas, los planos, la recta y el plano de ser 
paralelos; 

5) propiedad de la figura de ser triángulo, paralelogramo, tra- 
pecio; 

6) razón de las longitudes de los sogmentos paralelos; 

7) razón de-las áreas de dos figuras. 

Propiedades métricas (no se conservan con la proyección paralela, 
pero sí con las transformaciones de la semejanza): 

1) propiedad de las rectas (planos, recta y plano) de formar ontre 
sí un determinado ángulo (en particular, ser perpendiculares entre 
si); 

2) razón entre las longitudes de segmentos paralelos; 

3) razón entro los valores de los ángulos ontro las rectas (en 
particular, propiedad de la recta de ser bisectriz de un ángulo); 

4) razón entre los valores do los ángulos diodros; 

5) razón entro los valores de los ángulos entre las rectas y los 
planos. 

Así, pues, p. ej., la base de un prisma cuadrangular regular, «que 
en el original era un cuadrado, puede ser representada por un parale- 
logramo arbitrario, ya que la razón entre las longitudos de los lados 
no paralelos del cuadrado (igual a la unidad) y la perpendicularidad 
do sus lados adyacentes son propiedades métricas, mientras que el 
paralelismo de los lados opuestos es una propiedad afín. 

En genera), un paralelogramo arbitrario, puedo ser la represen- 
tación tanto de un paralelogramo como de un rectángulo, rombo 
cuadrado. 

9. En la representación construida según las reglas de proyección 
paralela, como es natural, no se advierten las condiciónos métricas 
indicadas en el texto del problema. P. ej., en la ropresontación de 
un cubo vemos las caras que son paralelogramos y no cuadrados. 
$=0290 
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Por regla, dichas condiciones se indican aparte, acompañando el di- 
bujo. Completando éste con las condiciones métricas, es como si 
consumiéramos los parámetros. 

P. ej., si la fig. <D, es el rombo AyB,C¿D, y el paralelogramo 
ABCD, su representación, acompañando el dibujo de las palabras 
«ABCD es un rombo» imponemos a la representación una condición 
métrica o bien, como suele decirse, consumimos un parámetro. 
En efecto, en el original A¿B, = ByCy o sea, Ag Bo : Boo = 
pero la razón entre la longitud de los segmentos paralelos no se con- 
serva durante la proyección paralela y, por lo tanto, la igualdad 
A0B, = ByC) expresa una propiedad métrica del original. De modo 
análogo, al construir en el dibujo un paralelogramo y añadiendo la 
anotación de que está representado un cuadrado, consumimos dos 
parámetros. 

Cuando con cierta figura «D, que sólo tiene las propiedades afines 
de original, representamos Ja figura y no consumimos parámetros, 
ya que las mencionadas propiedades del original se conservan al 
efectuar la proyección paralela. 

40. Si al realizar la construcción de la representación de la figura 
plana D, se han consumido dos parámetros, de forma unívoca se ha. 
definido la representación de cada punto que yace en el plano de dicha 
figura (y, por consiguiente, las restantes construcciones métricas en 
el plano de la figura (, necesarias para resolver el problema, no 
pueden verificarse de forma arbitraria). 

De manera análoga, si al construir la representación de la figura 
tridimensional W, se han consumido cinco parámetros, de este modo se 
ha definido univocamente la representación de cada punto del espacio 
(y, por lo tanto, en este dibujo las construcciones métricas no se pue- 
den efectuar arbitrariamente). 

11. En el proceso de la resolución de un problema estereométrico 
surge la necesidad de realizar asimismo diversas construcciones adi- 
cionales en la representación, p. ej., la construcción del ángulo lineal 
del diedro dado, el ángulo entre la recta dada y el plano prefijado, 
la bisectriz de cierto ángulo, etc. Cuando se efectúan construcciones 
auxiliares hay que tomar en consideración no sólo el número para- 
métrico do la representación de número de parámetros consumidos), 
sino también la llamada región de «las posiciones tolerables», 

P. oj., la representación del centro de una circunferencia, inscrita 
en el triángulo A¿B,Cy, no puede ser elegida sin toner en cuenta la 
región de representación de dicho centro quo, como sabemos de la 
geometría descriptiva, es una parto del plano situado en el interior 
del triángulo, cuyos lados son las líneas medias del triángulo 
ABC. 

sJempLo 1. Una de Jas caras de una pirámide triangular es per- 
pendicular al plano de la base. Tanto la cara mencionada como la ba- 
se de la pirámide son triángulos regulares. Tomando el cuadrilátero 
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arbitrario SBAC y sus diagonales como la representación de la pirá- 

mide, hállemos el número paramétrico de la representación. 
soLucIóN (fig. 104). La representación del triángluo regular, que 

yace en la base de la pirámide, con un triángulo arbitrario conduce 

al consumo de dos parámetros. La representación de la cara, que en 

el original es un triángulo regular, medianto un triángulo arbitrario 

(como es natural, un lado de éste es también el lado: del triángulo 

que yaco on la baso de la pirámido) también conduce al consumo de 

dos parámetros. Y, por fin, considerando 

que los triángulos construidos son las repro- Ss 

sentaciones de los triángulos, cuyos planos 

son perpendiculares en el original, impo- 

nemos a la imagen una condición métrica 

más, es decir, consumimos otro parámotro, 

Por fin, considerando que los triángu- 2 c 
los construidos son las representaciones de DP >M 
los triángulos, cuyos planos son perpendi- K 
culares en el original, imponemos a la ima- 
gen una condición métrica más, es decir, Fig. 104 
consumimos otro parámetro. 

Así, pues, para representar la pirámide dada se han consumido 
cinco parámetros, es decir, el número paramétrico dela representa- 
ción p = 5 y, de este modo, en esta representación ya no podemos al 
azar llevar a cabo construcciones métricas. 





OBSERVACIÓN. Para abreviar, en la fraso «sea dada la representación de una 
figurar, con frecuencia se omito la palabra «representación» y se escribo, sim- 
plemente, «la figura dada». 

De modo que está dada la pirámide SABC en la que la cara lato- 
ral SAB y la base ABC son triángulos rogulares, con la particulari- 
dad de que el plano SAB es perpendicular al plano ABC. 

Sea más adelante en este ejemplo el lado de la hase de la pirámide 
igual a a y sea preciso hallar el área lateral de la figura. 
evi 

_—. 

Con el fin de hallar S asac es necesario determinar la altura SK 
del triángulo SAC. 

Para resolver el problema hay que efectuar construcciones auxilia= 
res, con la particularidad de que como la imagen es métricamente de- 
finida (para ella se han consumido los cinco parámetros), la altura 
SK no puede trazarse al azar, es decir, no es posible decir «sea 
SK .1 AC» si hemos tomado en AC el punto arbitrario X. 

La construcción auxiliar requerida puede efectuarso del modo 
siguiente. Tracemos la mediana BM del triángulo ABC. Como éste 
es regular, la mediana es, simultáneamente, la altura, es decir, 
BM 1 AC. Por analogía, al trazar la mediana SD del triángulo 





Está claro que Sasan= 
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SAB, tenemos: SD 1 4B. Es fácil demostrar que el segmen- 
to SD es perpendicular al plano ABC. Tracemos DK || 2M, entonces 
DK 1 AC. Unamos los puntos S y K. Como el segmento SD es per- 
pendicular al plano 4BC, DK es la proyección de SK en el plano 
ABC y, por lo tanto, SK 1. AC. Ahora, nos queda por efectuar sen- 
cillos cálculos. Hallamos que SD =3M= WE, DK =P 

V3 E 
=D y sk 22. Así, pues, 





SÉ (14y5). 


EJEMPLO 2. Del vértice B del triángulo equilátero ABC se ha lo- 
vantado la perpendicular BX al plano ABC, con la particularidad do 
que B£ = Al. Mallen la tangente del ángulo agudo entre las rec- 
tas AK y BC. 

SOLUCION, Construyamos la representación de la figura dada y ha- 
llemos su número paramétrico (fig. 105). Considerando que el tri- 
ángulo arbitrario ABC es la representación de un triángulo equilá- 
tero, consumimos dos parámetros. Considerando que el segmento BXK 
es la representación de la perpendicnlar al plano 4BC, también con- 
sumimos dos parámetros y, por fin, teniendo en cuenta que 
BK: AB = 1: 1, consumimos un parámetro más; así, pues, p = 5, 
De forma que la representación prefijada está métricamente definida 
y, en adelante, no son tolerables otras construcciones métricas. 

Realicemos las siguientes construcciones auxiliares: tracemos en 
el plano ABC la recta 1 || BC por el punto A. Entonces, el ángulo 
entre las rectas AX y BC será igual al ángulo entre las rectas AK y l. 
Con el fin de hallar el ángulo entre las rectas AX y 1 es conveniento 
incluir dicho ángulo en algún triángulo, Operamos del modo siguiento. 
Del punto K bajamos la perpendicular XD a la recta 1. Con ello la 
recta KD 1 1 puedo construirse como una oblicua, cuya proyección 
es perpendicular a 1, Para trazar esta recta, es decir BD, es posiblo 
hacer uso del hecho que el triángulo A.8C os equilátero y, por lo 
tanto, su mediana AM es asimismo la perpendicular al segmento BC. 
De esto modo, después de construir la mediana AM del triángulo ABC 
y, seguidamente, BD || 4M y segmento DK, obtendremos el trián- 
quo leed ADK. La razón KD: AD =tg LZDAK será la 

scada. 


Haciondo AB=a, hallamos: BK=a, BD= “YE, DK Y, 
AD=BM=3 y, pot consiguiente, tg ZDAK=VY7, así que la 
tangente entre las rectas AX y BC también es igual a Y 7. 
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rsempLo 1. Uno de los catetos de un triángulo rectángulo isósceles 
yace en el plano « y el otro, forma con él un ángulo igual a 45”. 
Construyamos la representación de la figura dada, hallemos su nú- 
mero paramétrico y, a continuación, el ángulo que forma su hipote- 
nusa con el plano «e. 

soLucIóN, Considerando que el triángulo arbitrario ABC (fig. 106) 
es Ja representación de un triángulo rectángulo, para su representa- 
ción consumimos un parámetro; suponiendo que AC y BC son las 
representaciones de segmentos iguales, consumimos un parámetro 
Tnás; considerando, seguidamente, que BC es la represontación de la 





Fig. 105 Fig. 106 


recta que forma con el plano a un ángulo igual a 45” consumimos asi- 

mismo para su represeñtación otro parámetro; así, pues, p =3. 
Por ello, para las posteriores construcciones métricas, en nuestra 
representación aún nos quedan parámetros libres. 

Ahora, determinemos el ángulo que forma la hipotenusa AB con 
el plano a. Tomemos en este plano cierto punto A” y consideremos 
que BB' es la representación de la perpendicular al plano a. De 
este modo hemos consumido los dos parámetros libres que nos queda- 
ban. La representación está métricamente determinada y, por lo tan- 
to, no podemos efectuar construcciones métricas arbitrarias en la 
representación obtenida. Por cierto, quo en el caso dado esto no es 
necesario. Construyamos 8'C y B'A. Hagamos ÁC = a y, entonces, 
hallaremos: 80 =a, BB = Y y AB =ayZ. 

Así, pues, on el triángulo rectángulo ABB" tenemos: BB": AB = 
== 1:2, es decir, ZBAB' = 30". Pero BB' _L a, o sea, LBAB' 
es el ángulo que forma la hipotenusa AB con el plano a. 

OBSERVACION Eligiendo al azar el punto B”, perteneciente al plano , guián- 
dones por, consideraciones de aumentar a evidencia, de la representación obteni- 


da, lo hicimos de forma que la recta 8.” sca paralela al borde de la página. So- 
mejante representación provoca la idea de que en el original BB; L'0p. 
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EJEMPLO 4, En una pirámide cuadrangular regular el ángulo entre 
dos caras laterales vecinas es igual a 2. Hallemos el ángulo for- 
mado por la arísta lateral de la pirámide con el plano de su base. 

sonución. Está claro que la figura SABCD (fig. 107) es la repre- 
sentación de la pirámido prefijada. Caleulemos el número paramé- 
trico de dicha representación. La representación del cuadrado, que 
es la base de la pirámide dada, por ol paralelogramo arbitrario ABCD 
provoca el gasto de dos parámetros; la representación de la altura 
de la putas por el segmento SO, donde 
0 es el punto de intersección de las diago- 
pales del paralelogramo ABCD, conduce al 
consumo de dos parámetros más, ya que 
se considera que el segmento SO” os la 
reprosentación de la perpendicular al pla- 
no ABC. Así, pues, p = 4, es decir, para 
realizar las posteriores construcciones mé- 
ricas, requeridas en el proceso de resoln- 
ción del problema, a nuestra disposición 
queda un parámetro libre. Para resolver 
el problema planteado construyamos en la 
representación el ángulo lineal del die- 
dro dado. Esto puede hacerse, p. ej., del modo siguiente: tome- 
mos al azar en la arista SC el punto M y consideremos que el 
segmento OM es la representación de la perpendicular levantada 
del punto Op a la arista S¿Cp. Ahora, uniendo el punto M con los 
puntos B y D, obtenemos el 4ngul o BMD que, como es fácil mostrar, 
es la representación del ángulo lineal (el ángulo diedro S¿C, en el 
original). 

Aquí, podemos introducir en el dibujo Ja designación 2a. Como el 
segmento SO es la representación de la altura de la pirámide, el 
segmento OD es la representación de la proyección de la arista lateral 
en el plano de la base de la pirámide y, por consiguiente, el ángulo 
SDO es la representación del ángulo que buscamos. Es fácil calcular 
que este ángulo es igual a arcsen (ctg a), donde 45 <a < 90”. 

12. Al resolver ciertos problemas de estereometría resultan ser 
más cómodas no las representaciones completas, métricamente defi- 
nidas, sino las simplificadas. Por ejemplo, al resolver los problemas 
sobre la combinación de poliedros y cuerpos redondos, eligiendo una 
sección idónea para la construcción de la combinación de los cuerpos, 
es posible mostrar en dicha representación la figura obtenida en la 
sección con una precisión hasta la semejanza. 

P. ej., en lugar de la representación de una pirámide cuadrangular 
regular y de la esfora inscrita en ella podemos dar la imagen de la 
figura obtenida en la sección de esta combinación de un cuerpo por 
un plano que pasa por la altura de la pirámide, paralelo al lado de 
la base. Esta sección es un triángulo isósceles, cuyos lados laterales 
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son las apotemas de la pirámide. Como el centro de la esfera yace en 
la altura de la pirámide, la sección de la esfera por dicho plano será 
la circunferencia de un gran círculo. Como la esfera es tangente a las 
caras de la pirámido, su centro yace en el plano bisectriz de los pla- 
nos de las caras opuestas. Pero el plano bisectriz corta las otras dos 
caras por las apotemas. 

Ab pues, la circunferoncia obtenida en la socción es tangente a 
los lados laterales del triángulo isósceles. Por analogía, dicha cir- 
cunferencia es también tangente a la base del triángulo. Así, pues, 
en la sección obtenemos un triángulo isósceles con una circunferencia 
inscrita en él. 

13. En ocasiones, al construir el dibujo es conveniente realizar 
la construcción empezando «por el final». 

rsempLo 5. En una pirámide cuadrangular regular está inscrito 
un cubo de modo que cuatro de sus vértices se encuentran en la base 
do la pirámido y los otros cuatro, 
en sus aristas laterales. Constru- s 
yamos la representación de la figu- 
ra dada. 

SOLUCIÓN. Sea ABCDA¡B,C,D, 
la imagen del cubo (fig. 108). 
Hallemos los centros de las bases 
del cubo, es decir, los puntos O 
y O,. Tracemos la recta 00, y to- 
memos el punto S (fuera del cubo). 
Seguidamente, tracemos las rectas 
SA,, SB,, SC, SD, y hallemos ,£ r 
los puntos P, Q, R, N. Éstos son 
los vértices de la base de la pirá- Fig. 108 
mide. Entonces, SPQRN es la 
imagen de la pirámide prefijada. 

14. Como conclusión del presente apartado señalemos lo si- 
guiente. Si en el problema se trata de la construcción de una figura que 
requiere el consumo de no más de cinco parámetros, en el proceso de 
la resolución la construcción de la representación no se describe (no 
obstante, es preciso construirla). En semejantes casos sólo hay que 
cerciorarse de la plenitud de la construcción do la representación y se 
calcula su número paramétrico, Semejante cálculo es necesario, ya 
que en el proceso de la resolución pueden ser necesarias construccio- 
nes auxiliares de carácter métrico que, al haber parámetros libres 
podrían realizarse de modo arbitrario (teniendo en cuenta las Iimita- 
ciones concretas durante la realización de dichas construcciones). 

Si en el problema se trata de una fígura cuya construcción requie- 
re el consumo de más de cinco parámetros, aquella parte de la cons- 
trucción de la representación, para la que se requieren cinco pará- 
metros, no se describe; las posteriores construcciones necesarias se 
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describen obligatoriamente y se efectúan en correspondencia con 
las reglas de la proyección paralela. 

Si en el problema se estipula que hay que construir algunos ele- 
mentos de la figura dada (p. ej., la sección de la pirámide dada) la 
construcción de la representación de dichos elementos de la figura 
dada se describe obligatoriamente. Claro está, que durante la cons- 
trucción se lleva a cabo el cálculo del número paramétrico de la 
representación que se obtiene (tales ejemplos se estudian en el $ 12 
del capítulo 11). En algunos casos, la doscripción de esta construcción 
se realiza según el esquema completo de resolución del problema 
sobre la construcción (análisis, construcción, demostración, investi- 
gación), en algunos otros casos se limitan a la descripción de etapas 
por separado de este esquema, p. ej., la descripción de la construc- 
ción y la demostración o bien la construcción y la investigación, eto. 


$ 9. CONSTRUCCIONES GEOMÉTRICAS EN EL ESPACIO 
I. Construcciones más sencillas en el espacio 


FsEmpLO 1. Tracemos por el punto dado A un plano paralelo al 
plano dado P. 

soLución. Análisis. Sea Q el plano que buscamos (fig. 109). Cons- 
truyamos en el plano Q dos líneas diferentes l y m que pasan por el 
punto Á, en tanto que en plano P 
tomamos el punto A,. Construya- 
mos los planos L y M que pasan 
por el punto A, y la recta 1 y por 
el punto A y la recta m, corres- 
pondientemente. Como la recta £ 
yace en el plano Q y QUP, 111 P. 
Pero, entonces, el plano L cruza el 
plano P por la recta l, paralela a 
2. Por analogía, M cruza el plano 
P por la recta my || m. 

Como Q se determina unívoca- 
mente con las rectas 1 y m, podemos 
reducir el problema a la construc- 
ción do las rectas ly m que pasan 
por el punto A y que son parale- 
lanal plano P. 

Construcción. 1) En el plano P tomamos al azar ol punto Ay. 
2) Por el punto A, en el plano P trazamos las rectas arbitrarias l, y 
my (l, 4 mj). 3) Construimos los planos L y M. 4) Por el punto A 
ene: plano L trazamos la recta 1 1] 1, y en el plano M, m || m,. 5) Por 
las rectas l y m trazamos el plano Q. 





Pig. 109 
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Demostración. Como de acuerdo con la construcción 1] 1, y la 
recta l, yace en el plano P, 1 ||. P. De modo análogo, m || P. Entonces, 
el plano Q, que pasa por las rectas 1 y m, será paralelo al plano P, 
así como pasará por el punto A. Esto significa, el plano Q es el 
buscado. 

Investigación. El problema tiene una sola solución. En efecto, 
supongamos lo contrario, es decir, que, además, existe el plano Q, 
que no coincide con Q, pero que es paralela al plano ¡P y que pasa 
por el punto 4. En tal caso, el plano L cruzará este plano Q, por la 
recta 1, paralela a l. Pero esto significa que en el plano 2, por el 
punto A, pasarán dos rectas 1 y 1, paralelas a 1,, lo que contradice el 
axioma acerca de las paralelas. La contradicción obtenida nos mues- 
tra que ol problema tiene la única solución. En particular, si el 
punto Á dado yace en el plano P, los planos Q y P coinciden. 


HL. Lugares geométricos de puntos 


piempLo 2, Hallemos el lugar geométrico de los puntos del espa- 
cio equidistantes de los planos P, y Pa secantes dados. 

soLucIóN. 1) Sea que el punto M es equidistante de los planos 
P, y E, (ig. 140). Construyamos el plano Q que pasa por el punto M 
y es perpendicular a la recta a que 
es la línea de intersección de los 
planos P¡ y Pz. Para ello, del 
punto M bajamos la perpendicular 
ML al punto a y, a continuación, 
enel plano P,, por el punto L, 
trazamos la recta 1, 1 a. El plano 
determinado con las rectas LM 
y L, (plano Q) será perpendicular a 
la recta-a. A continuación, cons- 
truimos la recta l, por la que se 
intersecan los planos P, y Q. Enton- 
ces, l La. A continuación, del 
punto M bajamos las perpendicu- 
lares MM, a la recta l, y MM, a la 
recta l¿. Como aL 1, y a LM, 
aL MM, o bien MM, .L a. Pero 
de lo que MM, La y MM, LL 
so despronde que MM, _L Py, os decir, que la longitud del segmento 
MM, es la distancia del punto M hasta el plano P,. Do forma análoga 
la longitud del segmento MM, es la distancia desde el punto M 
hasta el plano Py. Entonces, en los triángulos rectángulos MM,L y 
MM,L MM, == MM, y en elos la hipotenusa LM es común. Por 
ollo, el AMM,L=AMM,L, lo que significa queZ MLM,=Z.MLM y, 
Pero, de acuerdo con la construcción, ZMLM, es el ángulo lineal 





Fig. 110 
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del ángulo diedro M,aM y, por analogía, ZMLM ,, el ángulo lineal 
del ángulo diedro M¿aM. Así, pues, los ángulos diedros M,aM y 
MaM son iguales, es decir, el semiplano determinado por el punto 
M y la recta a es, ni más ni menos, el semiplano bisector del ángulo 
diedro M,aM. De modo que si el punto M está igualmente alejado 
de dos planos secantes P, y Pz, él pertenece al semiplano bisector del 
ángulo diedro formado por dichos planos. 

Pero los planos secantes P, y Py forman cuatro ángulos diedros 
y, por consiguiente, el lugar geomótrico de todos los puntos M es el 
par de planos S, y Sy, donde S, es la unión de dos semiplanos bisec- 
tores de un par de ángulos verticales formados con los planos Py 
y P,, mientras que Sa, la unión de dos semiplanos biscctores con otro 
par de ángulos verticales formados con Py y Py. 

2) Sea que el punto M4 pertenece a cierto semiplano bísector de 
los ángulos diedros formados por la intersección de P, y Py. Cons- 
truyamos el plano Q que pasa por M y es perpendicular a a, para 
lo que del punto M bajamos la perpendicular MZ a a y, a continua- 
ción, por el punto L trazamos l, _L a. 

El plano Q se determina con las rectas 1, y LM. Seguidamente, 
construimos en el plano Q la recta 1, que pasa por el punto £, con la 
particularidad de que l¿_L a y del punto M bajamos las perpendi- 
culares MM, 1 1, y MM, 1 ly Examinando los triángu los rec- 
tángulos MEM, y MLM, en los que ZMLM, = ZMLM,, ya que 
el rayo LM es la bisectriz del ángulo lineal M,LM, y el segmento 
LM es la hipotenusa común de dichos triángulos, llegamos a la con- 
clusión de que MM, = MM. Así, pues, si el punto M pertenece al 
semiplano bisector de cualesquiera de los cuatro ángulos diedros 
formados por los planos P, y P., él está elejado a una misma distan- 
cia de dichos planos. 

Así, pues, el lugar geométrico de los puntos buscado es la unión 
de los semiplanos bisectores de los cuatro ángulos diedros formados 
por los planos P, y Pa, es decir, la unión de los planos S, y Sy. 


OBSERVACIÓN. Sería posiblo mostrar que 5,.L.Sz. Soa el lector el que lo haga 
por sí solo. 


UL. Aplicación de ciertos lugares geomélricos de puntos y rectas 


EJEMPLO 3. Construyamos el lugar geométrico de los puntos per- 
tonecientes al plando dado P y equidistantes do los puntos dados A y 
B que no yacen en el plano P. 

SOLUCIÓN. Análisis. Sea que el punto M (fig. 111) pertenece al lu- 
gar geométrico de puntos que buscamos. Como AM = BM, el punto 
M pertenece al plano Q que pasa por C, que es el punto medio del 
segmento AB, y es perpendicular al segmento AB. Como, además 
de esto, el punto M yace en el plano P, el lugar geométrico de los 
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puntos es la línea de intersección de los planos P y Q. Designemos 
dicha línea con l. Do lo que AB .L Q y que 1 yace en el plano Q se 
desprende qué AB 1, 1. Sea 44, LP, BB, .L. P y l interseca AyB, 
en el punto D. Entonces, 4B _L CD y, por lo tanto, asimismo A,B, .L. 
1 Lobien 1.1 AB, 

Así, pues, el problema puede reducirse a la construcción de la recta 
1 que pasa en el plano P por el punto D y es perpendicular a la reo- 
ta AjB,. 

Construcción. 1) Construyamos AA, 1 P y BB, 1. P. 2) Constru- 
yamos A18,, 3) Hallomos C que es el punto medio del segmento AB. 
4) En el plano que pasa por los 
puntos A, A, y B, por el punto C, 
trazamos la recta n LAB. 5) Ha- 
llemos el punto D en el que se cor- 
tan las rectas n y 4481. 6) En el 
plano P construimos la recta LL 
1 A,B, que pasa por el punto D. 
7) Construyamos el plano Q que 
pasa por las rectas 1 y n. 

Demostración. Si el punto M 
yace en la recta 1, él yace también 
en el plano P. Unamos el punto 
M con lós puntos A, B y C. Como 
AB 1 Q yla recta CM se encuen- 
tra enel plano Q, AB 1 CM. Ade- 
más, AC = BC. Entonces, el AACM = ABCM (por dos catetos) 
y, por ello, AM = BM. De este modo, la recta ls el lugar geométri- 
co de puntos buscado. 

Investigación. La existencia de Ja solución depende de la disposi- 
ción mutua de la recta AB y el plano Q. 

1) Si AB _1 P, entonces como AB”_L Q, resulta que Q I| P, es 
decir, en semejante caso no hay solución. 

2) Si AB no es perpendicular a P, la recta 1, por la que los pla- 
nos P y Q se intersecan, es el lugar geométrico de puntos buscado. 





Fig. 111 


1V, Construcciones en los representaciones 


Para abreviar acordaremos que en las enunciaciones de los ejem- 
plos de este apartado y el planteamiento de los problemas que han de 
ser resueltos independientemente por el lector, vamos a omitir por 
doquier el vocablo «representación». P. ej., en lugar de escribir: el 
triángulo ABC es la representación del triángulo A98,C), en el que 
A0Bo: BrCo =.2: 3, escribiromos do modo más corto: en el tri- 
ángulo ABC AB: BC =2: 3. De la misma manera, en lugar de los 
vocablos «construir la representación de la bisectriz del ángulo 
A4B,Ci vamos a escribir: «construir la bisectriz del ángulo ABC». 
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Asimismo acordemos ahora que en este apartado emplearemos 
en las designaciones de la figura-original el subíndice «cero». Así, al 
decir que en el triángulo A p8,C, se ha construido la mediana AyM 
se tiene en cuenta que la mencionada construcción se ha realizado 
en el origina), con ello, en nuestra representación tendremos el tri- 
ángulo ABC y en 6l estará cons- 
truida la mediana AM. Conside- 
remos ejemplos, 

EJEMPLO 4. En el triángulo ABC 
AB:BC=2:3.  Construyamos 
la biseotriz del ángulo ABC. 

SOLUCIÓN. I procedimiento. Si el 
segmento BD os la representación 
de la biscctriz B¿D, del ángulo 
AyBaCo (fig. 112), AD: DC = 

B': BC, es decir, AD: DC = 

3. Así, pues, después de cons- 

truir el punto D en el lado AC de modo que AD: DC =2:3, ob- 

tenemos BD que será la representación buscada de la bisectriz (en la 

fig. 112 se muestra la construcción dol punto D con ayuda del rayo 
auxiliar AC,, en el que 4D, : D,C, =2: 3). 

1] procedimiento. En los lados AB y BC hallamos, respectivamen- 


te, los puntos K y L tales que BX = HAB y BL = FBC (fig. 112.) 


Entonces el triángulo BLK es la representación del triángulo isós- 
celes BoLoKo y, por lo tanto, la mediana BN del triángulo BLK 
es la representación de la bisectriz del ángulo A4B)Cp. 

11] procedimiento. Como con el segundo procedimiento, halle- 
mos los puntos K y L y, a continuación, construyamos KM || BC 
y LM AB (fig. 112). Entonces el paralelogramo BLMK es la repre- 
sentación de un rombo y el segmento BM, la de la diagonal del rom- 
bo que, como sabemos, divide por la mitad el ángulo de la menciona- 
da figura. Así, pues, la semirrecta B¿M, contiene la bisectriz del án- 
gulo ApB,¿Cy. ÁL hallar el punto /, que es la intersección de la se- 
mirrecta BM con e) lado AC del triángulo ABC, obtenemos el seg- 
mento BD quo es la representación de la bisectriz buscada, 

OBSERVACION. Para ropresontarel triángulo A4B,C, sólo homos consumido 
un parámetro (A4Ba : BoCo == 2: 3), Por ello, para tealizar las construcciones 
métricas-aún tenemos cierta libertad (en reserva, un parámetro), No obstante, 
al construir la ropresentación do la bisectriz del ángulo A ¿81€ ,, tomando en el 
gogmento AC el punto arbitrario, 1, no podemos decir qui sl Segmento BC as 
la representación de la bísectriz del ángulo A0B,Co y que al representar, p. ej. 
la biscctriz del ángulo By4,Cy, tomando al azar en el segmento BC el punto 
E, no es posiblo considerar que el segménto A.£ es la representación de la bisectriz 
del ánaglo BoA Cp: : 

* gienero s. En la diagonal BD de la base de un prisma cuadrangu- 
lar ABCDA,B,C,D, se ha tomado el punto P. Construyamos la sec- 





Fig, 112 
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ción del prisma con el plano que pasa por la recta CP paralela a la 
recta A,B. 

soLucION, Sea q el plano de la sección buscada (fig. 113). Como 
A,B || a, el plano f, que pasa por la recta A,B sin ser paralelo a a, 
interseca a éste por una recta paralela a 4,B. Tracemos el plano 
BAD por la recta A,B y por cierto punto P de Ja recta CP. Desig- 
nemos este plano con f. Á continuación, hallemos la recta por la que 
B interseca al plano A4,D,. Es ovidente, que ella será la recta 4,D, 


Dr 





Fig. 113 


ya que ambos puntos A, y D yacen tanto en el plano f como en 44,D,. 
Tracemos por el punto P del plano $ la recta p || 4,8 y hallemos el 
punto Q de intersección de la recta p con la recta A/D. 

El plano a de la sección se determina ahora con las rectas CM 
(M es el punto de intersección de las rectas CP y AD) y PQ. Como 
ambos puntos M y Q yacen tanto en el plano % como en el plano 
AA,D,, dichos planos se intersecan por la recta MO. Seguidamente, 
hallemos el punto K que es el de intersección de las rectas MO y 
AxD,. Como los planos ABC y 4,B,C, son paralelos, también lo 
son las rectas por las que ellos se intersecan con el plano secante a. 
Así, pues, en el plano A,B,C, tracemos por el punto K la recta d 
paralela a CM y unimos el punto L, que es el de intersección de la 
recta Je con la B,C,, con el punto C. El cuadrilátero CMKL es la 
sección buscada. 

Investigación. Como el punto A, no yace en el plano ABC, las 
rectas AB y CP se cruzan y, por lo tanto, el plano secante a es el 
único. En función de la posición del punto P en la diagonal BD y 
del tipo del prisma dado, la sección puede tener una forma distinta 
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de la mostrada en la fig. 113. En la fig. 114 se muestran algunos ti- 
pos de secciones. 

EsemPLO 6. En el paralelepípedo rectangular ABCDA,B,C¡D, 
AB: AD: AA, =1:2:2. Bajemos una perpendicular del punto 
A, a la diagonal B,D. 





(e ls La D 





Fig. 114 


SOLUCIÓN. Advirtamos que la representación del paralelepípedo 
dado (fig. 115) es completa y está métricamente determinada. En 
efecto, considerando el paralelogramo ABCD como la representación 
de un rectángulo, para representarlo consumimos un parámetro. 

k_ Considerando que los segmentos arbitra- 
rios AB y AD son tales que AB: AD 
= 12, consumimos un parámetro má: 
Suponiendo a continuación, que el seg- 
mento AA, es la representación de la 
perpendicular al plano ABC, consumi- 
mos para ollo dos parámetros y, por fin, 
considerando que AD: AA,==1:1, con- 
sumimos otro parámotro. Así, pues, para 
la representación del paralolepípedo dado 
hemos consumido un total de cuatro 

Fig. 115 parámetros, es decir, la representación 

es métricamente determinada, Pero, en- 

tonces, tomando al azar en B,D el punto L, no podemos considerar 
que AL es la representación de la perpendicular a B,D. 

Aducimos dos procedimientos para construir A,2 .L B,D. 

I procedimiento. Hallemos las dependencias que pueden ser uti- 
lizadas para la requerida construcción. Suponiendo que AB =a, 
obtenemos: AD = 2a, AA, = 2a. Entonces, del triángulo rectángulo 
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AA¡D obtenemos que AD =20/2 y del triángulo rectángulo 
A,B,D — B,D = 3a. Ahora calculamos en qué razón Ja: perpendicu- 
lar buscada 4,L dividirá el lado B,D del triángulo rectángulo 4,B,D. 
De la PoriiaaN! he los triángulos Pe HDQUlOS, A,B,L y A,B¡D, tene- 
BL ma E de donde BL =-<. 





mos: 


Así, pues, B,L; BD =%:3a, os decir, BL: BD =1:9. 


Como durante la proyección paralála la razón de las longitudes de los 
segmentos paralelos se conserva en la. ro- 

presentación construida, Jo mismo que en Zi 

original, la base L de la perpendicular L 

busada debe dividir el segmento B,D en 

una razón BL: BD =4:9, 

Ahora, realicemos Ja construcción. En 
cierto rayo, cuyo origen es el punto B,, 
p- oj., en el rayo B,C,, disponemos 9 seg- 
mentos iguales entre sí y por el punto M, Fig. 116 
que es el extremo del primer segmento, 
trazamos una recta paralela a KD. Entonces, L es el punto de in- 
tersección de la recta construida y B,D, será la base de la perpendi- 
cular buscada. 

11 procedimiento. Hagamos uso del llamado dibujo auxiliar. Cons- 
truyamos en él triángulo A;B;D” semejante al original (prototipo) 
del triángulo 4,8,D (fig. 116), es decir, un triángulo con ángulo rec- 
to en el vértice A, y con una razón entre los catotos AB; ; A,D' = 

=4:2/2 

(Esta razón se desprende de que según el planteamiento AB : 
¡AD: AA, =1:2:2, 05 decir, si AB =a, AD = A4, = 2a y 
entonces, A¡D =2aY 2. Por lo tanto, AB: AD =a:2YZ o 
bien AB: AD =1:2/2 

En el triángulo A¡B;D” del vértice A; bajamos la perpendicular 
A;L' al lado B/D*. El punto L/ divido el segmento B/D” en cierta 
razón: BiL' : B¡D'. En esa misma razón dividimos el segmento 
B,D con él punto L. 

Como vemos, al construir el punto L con ayuda del segundo pro- 
cedimiento no es preciso calenlar la razón 8,2 : B,D. 

erempLO 7. En ol paralelepípedo recto ABCDA,B,C,D, la base es 
un paralelogramo con ángulo agudo de 60% y una razón ontre Jos 
lados AB: AD = 3: 4. Construyamos el plano que pasa por la 
arista AA, perpendicular al plano diagonal B,BDD,. 

soLUCIÓN (fig. 117). Es ovidente que si desdo cualquier punto de 
la recta 44, se baja la perpendicular m al plano BDD,, el plano de- 
terminado con las rectas AA, y m, será perpendicular al plano 
B1BDD,, es decir, es el buscado, 
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Supongamos que trazamos la recta m por el punto A. Como el 
paralelepipedo dado es recto, la recta MB, sorá perpendicular a 
toda recta yaciente en el plano de la base, es decir, es conveniente 
trazar la recta m al plano de la base. Con osto, ya que la recta m. 
debe ser perpendicular al plano diagonal B,BDD, debe tener lugar 
mL BD. Así, pues, el problema de la construcción del plano per- 
pendicular al plano B,BDD, se reduce, prácticamente, al problema 
de la construcción de la recta m que pasa por el punto A y que es 
perpendicular a BD. ¿Es posible que podamos tomar en la recta BD 

Bs Ki e, el punto arbitrario L y considerar que 
=zZ '* AL _L BD? Para responder a esta 
pregunta hay que calcular p, es decir, 
el número paramétrico de la repre- 
sentación de la base del paralelepí- 
pedo. Si p =2, es decir, la repre- 
C sentación está mótricamente definida, 
el punto L no se puede tomar al 
azar. Así, pues, calculemos los pará- 
metros cousumidos para la represen- 
tación. El cuadrilátero ABCD se con- 
Fig. 117 sidera que es la representación de 
un paralelogramo: esta suposición 
no provoca el consumo de parámetros, ya que durante la proyección 
paralela el paralelismo se conserva. No obstante, la razón de las 
longitudes, de los segmentos paralelos con la proyección paralela no 
se conserva, es decir, considerando que los segmentos 48 y AD, 
que hemos tomado al azar, son procisamento tales que AB; AD = 
== 3: 4, consumimos un parámetro. Del mismo modo que el valor 
del ángulo no se conserva con la proyección paralela, el hecho de que 
consideremos «uo el ángulo BCD es la representación de un ángulo 
igual a 60%, acarrea el consumo de un parámetro más. 

Así, pues, el número paramétrico de la representación do la base 
del paralelepípedo p = 2, es decir, ningunasotras suposiciones de 
carácter métrico (es decir, suposición acerca de la presencia de 
propiedades que no se conservan con la proyección paralela) no se 
deben tomar, De esto modo, el punto L, que es la baso do la perpen- 
dicular bajada del punto A a la recta BD, no se puede tomar al azar. 
Su construcción sólo se puede efectuar después de calcular la razón 
BL: BD. 

Al realizar dichos cálculos hacemos AB =3a y, entonces, 
AD = 4a. A continuación, según ol teorema de los cosenos BD = 
= aV 13 y de la ecuación AB? — BL? = AD? — (BD — BLY ha- 
llamos que BL = Ye En tal caso, BL : BD = 3: 13. Después de 


construir el punto £ (con ayuda del rayo auxiliar en el que homos 
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dispuesto 13 segmentos iguales) trazamos por él la recta LL, 11 BB, 
y, seguidamente, el plano buscado (en la fig. 117 éste es el plano 
AKK,Ay. 


OBSERVACIÓN. Como en el anterior ejemplo, la construcción AL ¡BD so 
odría haber hecho (véase el 11 procediralento) con ayuda de un dibujo auxiliar 
fig. 148). Construyamos, precisamente, el triángulo A'B'D" semejante al orl- 

ginal (prototipo) del triángulo ABD, es decir, 

ún triángulo con ángulo on el vértico, A/ igual a 
60 y razón entre los lados A'B”; 4'D' =3:4, 
En esto triángulo dol vértico A” bajamos la pa 

pendicular A'Z' al lado B'D”. El segmento B'D' 

Se divido en el punto.Z' en cierta razón B'L':B'D'. 
En esta misma razón divido el punto L el seg- 

monto BD. 





psmmpLo 8. ABCDA,B,C,D, os un cubo. % 
En ól so ha construido la sección que pasa Fig. 118 
por el vértice B y los puntos P y Q que son 
los puntos medios de las aristas 4,8, y B,C,. Bajemos del vértico 
D una perpendicular a dicho plano. 

soLucIÓN. Como la representación del cubo (fig. 119) es completa 
y métricamente determinada (para dicha representación se consu- 

men 5 parámetros), tomando al 

azar en el plano PQB el punto 
N, no podemos decir que DN es 
perpendicular al plano PQB. 
Con el fin de construir la per- 
pendicular buscada,  constru- 
yamos primero el plano diagonal 
BB,D, del cubo. Los planos 
BB,D, y PQB son perpendicu- 
lares entre sí, En efecto, PQ es 
la línea media dol triángulo 
A1B,C,, por ollo POIALC, yo 
por lo tanto, PQ .L B,D,. Ade- 
más, como BB, LAB, y BB, 
LB BB.L PQ 0 bien 
PO 1 BB, Así, pues, PQ .L 





90290 
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_ Así, pues, realicemos las construcciones necesarias en el plano 
diagonal BB,D,. Como en el anterior ejemplo éstas pueden realizarse 
con dos procedimientos. 

I procedimiento. Sea AB=a. Calculemos los Jados del triángulo 


BKD. BD=aV2, del triángulo BB,K BK 4— y del trián- 








gulo rectángulo DD,K DK=BD YX, Si DN 1 BK, DB*=BN%= 
5 


=DK3=KN* o bion DB2—BN?=DK?—(BK—BNP, de donde 


ps 
BN= E. Así, pues, BN: BK= can 








YA, es dovir, 
" . BN:BK=4:9.Como con la proyección 
B x D paralela la razón da los longitudes de 
los segmentos paralelos se conserva, en 
la representación, lo mismo que en el 
original, el punto N, que es la base de 
Ja perpendicular que buscamos, dividirá 
BK on la razón BN: BK=4:09. La 
construcción del punto N mediante el 
rayo auxiliar BP se muestra en la 
fig. 119. 
Fig. 120 TI procedimiento. Dirijámonos al di- 
bujo auxiliar. Construyamos un rec- 
tángulo semejante al original del rectángulo BB,D,D, es de- 
cir, el rectángulo B"B;D¡D' con una razón de los lados B'B;: 
+ B¡D; = 1: Y Z (fig. 120). Después, en ol lado BD; construimos el 
punto K' de modo que BK': 
: BD; =1 : 4 y unimos los puntos 
B' y K'. A continuación, del pun- 
to D' bajamos la perpendicular 
D'N' al lado B'K' del triángulo 
B'K'D'. El segmento B'K' se divi- 
de con el punto N' en cierta razón. 
En ella misma el punto WN divide 
el segmento BX. 
pena o. En las aristas AB y 
CC, del prisma triangular regular 
ABCA,B,C,, on el que AA, : AB = 
=1:2,se toman, respectivamen- 
to, P y Q que son los puntos medios Fig. 121 
de dichas. aristas. Construyamos 
el lugar geométrico de los puntos que yacen en las superficies del 
prisma y equidistantes de los puntos P y Q. 
SOLUCION (fig. 124). La representación del prisma dado es completa 
y métricamente definida (en efecto, considerando que el triángulo 
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arbitrario ABC es la ropresentación del triángulo regular en el ori- 
ginal, comsumimos dos parámetros para la representación; conside- 
rando que el segmento 44, es la representación de la perpendicular 
al plano, consumimos dos parámetros más y, por fin, suponiendo que 
los segmentos AA, y AB son las representaciones de los sogmentos, 
cuyas longitudes en el original corresponden a la razón 1; 2, con- 
sumimos un parámetro). Ásí, pues, para A 6 
la representación hemos consumido los — ” F < 
cinco parámetros. Por ello, en la repre- 

sentación ya no podemos realizar cons- ó ; 
trucciones mótricas de forma arbitraria, M e 

Señalemos después que el lugar geo- 
métrico de puntos que buscamos perte- p R C 
nece a cierto plano que pasa por M, 
punto medio del segmento PQ, y que es Fig. 122 
perpendicular a éste. Así, pues, el problo- 
ma se reduce a la construcción de la sección del prisma con el plano, 
que pasa por el punto M y es perpendicular al segmento PQ. Para 
construir el plano secante construyamos dos rectas de las cuales, ca- 
da una de ellas, pasa por el punto M4 y es perpendicular a PQ. 

Construimos una de estas rectas (DZZ) en el plano ABQ de forma 
que sea paralela a la recta 4B. Como AB _L PQ, DE 1 PQ. 

Con el fin de construir la segunda recta, FK_L PQ, tracemos 
primero en el plano PCC, P,C,1| PC. Para calcular la razón PK : PC, 
en la que el plano secante divide el segmento PC, introducimos un 
parámetro auxiliar, p, ej., haciendo 44,«. Entonces, AB=2a. 


Si FK_1'PQ, el APMK< APCO, y, por lo tanto, LX => 
donde PCi=a / 3, PV PORRO =1/ (a VI (E) 
pm= “YE. obtenemos que PR =2G2M — 132 Do modo que 














«Vi 
> 








V 
PK:PC= YE] :aY3 o bion PK: PC=13:24. Así, pues, constru- 
yondo un punto K tal que PK:PC=13:24, trazamos la recta 
MK, perpendicular al segmento PQ. Según la construcción FX _L PQ. 
O sea, el plano secante so determina con dos rectas: DE y FK., 
Posteriormente, como DE || AB, DE os paralela al plano ABC y 
de aquí sigue que el pleno secanto intersecará el plano ABC por una 
recta paralela a DE. Teniendo en cuenta esta consideración trazamos 
en el plano ABC la recta GN [| DE por el punto K. Después, cons- 
truyamos GE y ND, hallamos los puntos R y 7 en las rectas A,C, 
O y, tras de unir los puntos R y T, obtenemos el cuadrilátero 
'GRT que es la sección del prisma con el plano secante perpendicu- 
lar al segmento PQ y que pasa por su punto medio. Do esto modo, el 
cuadrilátero NGRT es el lugar geométrico de puntos buscados. 


ES 
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OMSERVACIÓN. La construcción de la recta PX_LPQ pudo ser realizada como 
on los anteriores ejemplos, o sea, con ayuda de un dibujo auxiliar. Es decir, 
construimos un rectángulo semejante al original del rectángulo PP,C,C (fig. 122), 











o sea, el rectángulo P*P:C;C' con una razón de los lados P"P¿: P/C* =4 : vi. 
(SiAA, = a, en el ángulo equilátero 4BC, donde AB = 2a, tendremos 
/ aV3, de donde 44,: PC VE) 





En dicho rectángulo hallaremos Q: que es el punto medio del segmento CC: 
y, a continuación, Af”, punto medio del segmento PQ”. Después, por el punto 
Di trazamos la recta 'M'K' 1P"0”. El sogmento P*C* se divido por esta recta 
en cierta razón P*K' PC" En esta misa razón dividamos ol segmento PC 
con el puuto X. Seguidamonte, construimos ol plano secante. 





PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 
T. Construcciones más sencillas en el espacio 


Tracen por la recta dada 2 ot plano Q paralelo a otra recta dada m. 
. Constan dos planas P y Q paralelos de modo quo P pase por la recta 
por lam, donde 1 y na son las rectas dadas cruzadas. 

Por el punto 4 dado bracen el plano Q paralelo al plano 2 dado. 
Por el punto A dado tracen el plano Q perpendicular n la recta l pre= 









fijada, 
567. Por el punto A dado Lracen la recta q perpendicular al plano 2 dado, 
568. Por la recta E dada tracen el plano Y perpendicular al plano P dado. 
569. Tracen la recta q perpendicular a cada una de las dos rectas 1 y m 
eruzadas dadas y que imterseca cada una de ellas. 





11. Lugares geométricos de puntos 


570. Mallen el lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidistan- 
tes de dos puntos A y B disti 

571.. Hallen el lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidistun- 
tes de tres puntos A, B y C no colincales. 

372. Mallon el lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidistan- 
tos de dos roetas 1 y La intorsecantos, 

573. Hallon el lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidistan- 
tes de cuatro puntos A, E, C y D dados que no pertenecen a un mismo plan 

574. allen ol lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidistan- 
tos de cuatro puntos A, 8, C y D pertenccientos a un mismo plano. 

$75. Hallen el lugar gcomótrico do todos los puntos del espacio oquidistan- 
tes de dos rectas paralelas l, y l¿ dadas. 

376. Mallen el Jugar geomótrico de todos los puntos del espacio equidistan- 
tos de tros rectas l,, la y la dadas que pasan por un punto y no pertenecen a un 
mismo plano. y 

577. Halien ol lugar geomótrico de todos los puntos dol espacio equidistan- 
tos de Lros rectas l,, 1, y la dadas que no yacon cn un plano si l 1l los dal la. 

578. Mallon ol Jugar Ftromótrico de todos los puntos dol espacio que se ha= 
Man a la distancia dada del plano P dado, y 

579. Hallon ol lugar geométrico de todos los puntos del espacio equidiston- 
tes de dos planos paralelos La y Pa. 

580, Hallen el lugar geométrico de todos los puntos del espacio para los 
que la diferencia de los cuadrados de las distancias desde ellos hasta dos difo- 
rentes puntos 4 y B es una magnitud constante. 

Sel. Hallen el Jugar poométrico de todos los puntos del espacio desde los 
cuales el segmento AB dado so ve hajo ángulo recto. 








$.9. Construcciones geométricas en el espacto 133 





$82, Mallen ol lugar geométrico do todos los puntos dol espacio pora los 
que la suma de los cuadrados do las distancias desde ellos hasta dos puntos A 
y B dados es una magnitud constante. 

583. Hallen el lugar geométrico de todos los puntos del espacio para Jos 
gue la razón de las distancias desdo ellos hasta dos puntos A y A dados es una 
magnitud constante, 


III, Aplicación de ciertos lugares geométricos 
de puntos y rectas 


$84, So dan dos rectas cruzadas l, y la. Por el punto A dado| que no pertene= 
co ni al, mí a 1,, tracen la recta que infersoca las dos roctas dadas, 

585."Por el punto 4 dado tracen la recta y perpendicular a dos rectas dadas 
cruzadas L, y la. 

586, So dan tres rectas l,, ly y l, que se cruzan a pares. Tracen la recta q 
que interseca los,rectas dadas on tales puntos /,, La Í Ly que Lily = Loly. 

587. Por el punto A dado tracen lo recta 9 paralela al plano P dado que 
interseca la recta 2 prefijada. 

588, Tracon la recta q quo interseca las dos toctas l, y l, dadas y paralelas a 
Ja tercera recta l, prefijada, 

589. Tracen la recta q, que interseca las dos rectas dadas cruzadas 1 y m, 
perpendicular a 1 y paralela al plano P dado. 

590, Tracon la recta q, que interseca dos rectas 1, y la dadas, perpendicular 
a la tercera recta la y paralela al plano P dado. 

594. Tracen la recta q, perteneciente al plano P, dado, paralela a otro plano 
dado, Pa y que pasa por el punto de intersección de la reta 1 dada con el plano 
P, dado. 

592. Tracen en el plano P dado la recta q, perpendicular a la recta l dado, que 
no yace en P y que pasa por cl punto A dado, 


TV. Construcciones en las representaciones 
1) Construcciones en figuras planas situadas en el espacio. 


593, En un triángulo se han trazado dos alturas. Construyan el centro do 
Ja circunferencia circunscrita a dicho triángulo. 

594. La razón de los catotos de un triángulo rectángulo os igual a 3: 
Construir ol centro de la circunferencia inscrita on esto triángulo. 

595, Está dado un triángulo rectángulo isóscoles. Construyan el cuadrado 
quo Jaco en el plano del triángulo si do lado del cuadrado sirve: a) el cateto 
lol iriángulo dado; b) la hipotenusa del triángulo dado. 

596. Se da un hexágono regular. a) Construyan la apotema del hoxágono; 
b) construyan la biscctriz de uno de sus ángulos extoriores; e) bajen una por: 
pendicular desde el controide del hexágono a una de sus diagonales menores, 
ger 397, BL ángulo agudo de un rombo es igual a 45%, Construyan la altura 
del rombo. 





2) Sección de un poliedro con un plano paralelo a dos rectas. 


598. En las aristas AA, y DD, del paralelopípedo ABCDA,B,C,D, se han 
tomado los puntos P y Q, fospectivamento. Construyan la sección del parale- 
lepípedo con un plano paralelo a las rectas 11 y 440 que pasa por ol punto K 
perteneciente a la arista; a) CC; h) Dj; c) AyBy; d) AB. 

599, En la casa 44,B,8 del prisma triangular ABCA,B,C, se ha tomado 
el punto P y en la arista CC,, el punto Q. Construyan la sección del prisma con 
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un plano paralelo a las rectas B,P y A,Q y quo pasa por el punto K perteneciente 
ada arista; a) AA; D) BB OACI E 

600. En las aristas AA, y CC, del plisma triangular ABCA,B,C, se han 
tomado los puntos P y Q, sespectivamente, Construyan la sección del prism: 
con un plano quo pasa por K, que os el punto medio del sogmonto PQ, yes par 
ralolo a las rectas B,P y AQ, 

601. En el plano de la base del prisma cuadrangular ABCDB,C,D, so toma 
el punto P y en la arista CC, ol punto Q. Construyan la sección del prisma con 
un plano paralelo q Jas rectas 3,1 y 40 y que posa por el punto K pertenccion» 
to a la arista: a) DD,; b) A,By3 O) AD; d) B,C). 

602. En lasaristas $4 y SE de la pirámide triangular SA BC so han tomado 
Jos puntos P y Q, respectivamente. Construir la sección de la pirámido con un 
plano Paralelo q Jas rectas B2 3,49 y que pasa por el punto XK pertoneciento la 
arista, 1) SA; D) SE: 0) 40; 0) Be. 

603. En las aristas SA y SC do la pirámido triangular SABC se han to- 
mado los puntos P y Q, respectivamente. Construyan la sección de la pirámido 
son un plano que pasa por X.: que es ol punto medio del segmento PQ, y es para= 
lolo a las rectas BP y AQ. 

604, En Ins aristas SD y SC do la pirámido cundrangular SABCD so han 
samado los puntos P y Q, respectivamente. Construyau la sección do Ja pirámide 
con un plano que pasa por A, que cs el punto medio dol segmento PQ, y es para- 
Jolo a las sectas 47 y DO. 

605, En das aristas SA y SC de la pirámide cuadrangular SABCD so han 
tomado los puntos P y 9, respectivamente. Construyan la sección de la pirá- 
mide con wa plano paralelo a las rectas BP y 40 y que pasa por el punto A per- 
tenecionte a la aisla: 2) 54; D) AD; e) DC: 4) BO» 

606. En las aristas AA, y CC, del prisma cuadrangular ABCDA,B,C,D, 
se han tomado los puntos P y O, tespectivamente. Construyan la sección del 
prisma con un plano equidistante de wn plano que pasa por D,P paralelo a DQ 
y del ¿tro plano que pasa por DO paralelo a DP. 

607. En el psisma cuadrangular ABCDA,B1C,D, so han trazado Jas diago- 
nales AC y A/D "de las caras ABCD y ABBA, Fespiotivamento. Consiruyaneda 
sección del prisma con vn plano equidistante de un plano que pasa por AC pa- 
ralelo a 4,0 y de otro plano que pasa por 4,8 paralelo a AC. 











013) Construcción de la perpendicular a una recta y de la perpendicular a un 
plano. 


608. En la arista SB del totraedro regular SABC se ha tomado el punto 
medio K do lo arista, a) Bajen desdo el punto K perpendiculares a las aristas 
$4 y SC; b) hallen el punto do intersección de la altura SO del tetraedro con un 
plano que pasa por las perpendicularos bajadas del punto K a las aristas SA 
y SC dal totracdro. 





Ja cara SBC, 

613. En la base de un prisma yace ol triángulo oquilátero ABC. Las caras 
ABBA, y ACC,A, del prisma son rombos con ángulo agudo de 60”. Bojemos una 
perpendicular desde el punto P, tomado en la arista 4.4,, en la diagonal BC, 
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dela cara BICI ola) AP: PAs = 1365 59423 PA = 15250 AP: PAj= 
614, En el cubo ABCDA,B,C¡D, se ha trazado un plano por los vértices 
B,'C, y D. En la arista 4,8, $e toma el punto P.. Bajen una perpendicular del 
punto Pal plano BC,D si: a) AP: PB,=4:4 D) AP 5PB=1:2 
e) AP PB, =2:3. 
$us, En la arista 4,8, dol cubo ABCDA,B,C,D, se toma el punto P y 
jor los puntos P, B y Cy de traza un plano. Bajen una perpendicular del vértico 
Apio PROSA PB AO PA 250) AP: PB] = 





616. En ol paralétopipedo ABCDA,B,C,Dy, con una razón; do los aristas 
AB: AD: AA, 2 1:2.4, por los vérllcos 'B, C, y D se traza un plano. En 
la arista 4,D, 30 ha tomado el punto ”. Bajen una perpendicular desdo el punto 
Pal plano” BOD si: a) AP:PD =1:4 DIAP:! PD =1:% 
DAP ¿PD =2:3. 

(617. En la pirámido triangular SABC la bose es el triángulo rectángulo 
ABC con el ángulo recto en el vértice C y razón de los catetos AC: BC=3: 4, 
La altura de la pirámide se proyecta en el punto C y es igual a la hipotenusa AB. 
Del punto €: bajon una perpendicular al plano SAB. 


4), Construcción de la sección del. poltedro con un plano perpendicular a la 
recta dada que pasa por el punto dado. 


618. En las aristas DD, y CD del cubo ABCDA,B,C, D, se han tomado 
los puntos P y Q, respectivamente. Construyan la sección del cuho con un po 
perpendicular a la recta C,Q que pasa por el punto P si; a) DP: PD, = 
DQ0:0C=1:1;b))DP:PD,=3:1,D0:0C =4: 130)DP:PD,=3: 1 
DQ0:0C0=3:1; d)"DP: PD, =1:3, DQO: 00 = . 

619. En la pirámide triangular nar SABC la altura es igual al lado 
de la base. Construyan la sección de la pirámide eon un plano perpendicular a la 
arista SC que pasa por la arista AB de la baso. 

620. En la arista DD, del paralelepípedo rectangular ABCDA,B,C¡D y, 
en el que AB ID: A4,=1:2:1, se loma el punto 7. Construyan la 
sección del paralelopipedo con un plano, perpendicular a la recta C/P, que 
pasa por el punto K que es el centroido de Ja cara 44,/D,D si a) DP: 
PD¡=1 b) DP: A O 

621. En las aristas BB, y DD, del paralelepípodo recto ABCDA,B,C,D y, 
en el que AB: AD: AÁ; = 5 y el ángulo BAD os igual a 60” se han Lo: 
mado los puntos P y Q, respectivamente. Construyan la sección del paralele- 
ipedo con un plano, prpendicular a la recta 4/7. quo pasa por el Punto O. 
si: a) BP:PB,==4:1,DQ0:0D, =1:4; b) BP: PB, =1:1,DQ:00, = 
=1:2 0) BP:PB,=1:;2, DO: QD, 4 


















5) Construcción del lugar geométrico de puntos equidistantes de los puntos 
dados. 


622. En el prisma triangular regulor ABCA,B,C, AA, : AC =1: 2. Cons= 
truyan el Jugar Aromácsióo de los puntos que yacen en la puerto del prisma 
y equidistantes de los puntos: a) A y Cy; by P y C,, dondo P os el punto medio 
do la arisla 42) 0 y Cs, donde es + punto medio do la arista AA, 

> "623. Construir el lugar geométrico do los puntos pertenecientes a la super- 
ficie de mn cubo y equidistantos de los dos siguientes puntos; a) 2 y Q pertene- 
clentes a los arisias 4 8 y CD, respectivamente; b) B, y D que son los extremos 
de la diagonal 2,D del cubo; 6) M y K, que son el cenirvido de la cara 44,D,D 
y el punto medio de la arista BB), respectivamente; d) B, y O, que son los 
vértices de cubo y el controide de la cara ABCD, respectivamente. 

624. En las aristas 4,B,, C,C y AD del cubo ABCDA,B,C,D, se toman los 
puntos medios P, O y R de estas aristas, respectivamente. Construyan los pun- 
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tos que yacen en la superficio del cubo y equidistantes de los siguientes puntos: 
a2)D,D, y P;b)DyPyO0;0)P,QOyR. 

625. En Jas aristas AB y DD, del cubo ABCDA,B,C,D, so toman los pun- 
tos medios P y Q de estas oristas, respectivamente. Construyan un punto equi 
distante de los siguientes cuatro puntos; a) Ay, Cy, P y Q; b) A, Cy Py Qi c) 


» Cn PyOQ. 
io. Endas continuaciones de las aristas 42 y DD, dol cubo ABCDA1B,C,Dy 
se toman tales puntos P y Q, respectivamente, que AP: BP=3:1 y 
DQ :D9=3:1. Construyan 'un punto equidistante de los siguientes cuatro 
puntos: 4) Ay Cu Py 95D) Ay Ca Py 0: 0) Do Os Py O, 
627. En las aristas BB, y CC, del prisma triangular regular ABCA,B,C, 
so toman. respectivamente, P y Q que son sus puntos medios. Las caras la- 








terales del prisma son cuadrados. mstruyan el Aba geométrico de los 
ARAU) istantes de los siguientes tres puntos: a) A, By Q; b) A, B, y Q; 
e) A, Py 0. 


628, "Dos triángulos rectángulos isóscoles iguales ABC y ABC; están si- 
tuados de tal forma que su cateto AB es común, mientras que CC, = BC. En 
las rectas BC, AB y AC, construyan puntos equidistantes de los puntos € y Cy. 

629. En el cubo ABCDA,B,C/D, se trazan las diagonales AD, y DC, de 
las caras laterales, Construyan el lugar geométrico do los puntos équidistan- 
tes de los rectas AD, y DC1. 

630. Construyan el lugar geomótrico de los puntos equidistantes de las 
rectas que contienen las aristas B,C, y CD del prisma recto ABCDA,B,C,D,, 
cuya baso es el cuadrado ABCD. 





$ 10. RECTAS CRUZADAS. ÁNGULO ENTRE UNA. 
RECTA Y UN PLANO 


EJEMPLO 1. En el tetraedro regular SABC el segmento DO une el 
punto medio D de Ja arista SA con el centroide O de la cara ABC, 
mientras que E es el punto medio 
de la arista SB. Ha)lemos el ángu- 
lo entre las rectas DO y CE. 

SOLUCIÓN. Supongamos que el 
cuadrilátero SABC con sus diagona- 
les (fig. 123) es la representación 
del tetraedro dado. Es fácil cer- 
ciorarse de que la representación 
es completa y métricamente defini- 
da. Sea D el punto medio de la aris- 
ta SA, E, el punto medio de la 
arista SB y el punto O el centroi- 
de de la cara ABC. Construyamos 
las rectas OD y CE. (Estas cons- 

Fig. 128 trueciones no provocan el consumo 
de parámetros.) 

A continuación, construyamos un ángulo igual al ángulo entre 
las rectas DO y CE. Con este fin, hallemos el punto X que es la in- 
tersección de las rectas CO y AB y unámoslo con el punto £. En el 
plano CEK, por el punto O, trazamos la recta OF || CE. Entonces, 
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DOF será igual al ángulo entre las rectas DO y CE. Para abreviar, 
hagamos ZDOF = z. Para hallar x calculemos los lados del 
AFOD y, seguidamente, empleemos el teorema de los cosenos. 

Al realizar los cálculos introducimos wn parámentro auxiliar, 
haciendo AB=a. Entonces, como D es el punto medio de la aris- 


SA=F 






ta SA y ol triángulo SAO os rectángulo, OD-= 7) Mien- 
tros que de la semejanza de A KFO y A KEC: LE het, 





es decir, OP= 4 CE=2Y3, Después, on-el ADKF DF 
=DK*+KF—2DK-KF-c0s Z DFK. Como D, E y K son los 
puntos medios do los lados do) A-SAB regular, DK=- SB= 


=£ y LDKF=60%. Adomás, KF=F KE=-E. Do A DKF obte- 


e 
nomos que DF*= q 


=0F+0D*—20F.ODcosx, de donde cosa=31%, 

remero 2. Está dado el cubo ABCDA,B,C,D, cuya arista es igual 
ad. Enla arista DC se ha tomado P que es el punto medio de ésta. 
Hallemos la distancia entre los siguientes 
pares de rectas: a) AA, y D,P; b) AD y 
DyP; e) BD y D,P. 

SOLUCIÓN. Sea la figura ABCDA,B,C,D, 
la representación de un cubo (fig. 124) y 
sea ésta completa y métricamente definida, 
ya que al construirla se han consumido los 
cinco parámetros. Como en estereometría se 
puede considerar que la representación de 
la figura. original D, es cualquier figura O. 
semejante a la proyección paralela de Po 
en cierto plano, es posible suponer que 
ABCDA,B,C,D, es la representación de un 
cubo con arista igual a a. En la representación obtenida construya- 
mos P, el punto medio del segmento DC y mmamos P con Dj. 

a) Es evidente que como 4,D, os la arista del cubo, A,D, .L. 
1 44, y A1D, es perpondicular al plano CDD,, es decir, A,D, L 
L D,P. Pero, entonces, 4,D, = a es la distancia que buscamos. 

b) Como el punto P yace en el plano A,D,P y en él ABC, estos 
planos se cortan por una recta que pasa por P. Sea esa recta PQ. 
Como A,D, es paralela al plano ABC, PQ (| 4,D,. Además, cons- 
truyamos A,Q. Es fácil mostrar que AD es paralela al plano 4,D,P 
y, por lo tanto, la distancia entre las rectas AD y D,P es igual a la 
distancia desde la recta AD hasta el plano 4,D,P. 





. A continuación de A ODF obtenemos: DI" 





Fig. 124 
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Como la construcción de la perpendicular del punto D a la recta 
DyP en el plano D,DC debe realizarse en la representación métrica- 
mente definida, no es posible tomar al azar en la recta D,P el punto 
H y considerar que DH 1 D,P. Realicemos la construcción del 
modo siguiente. Construyamos ol segmento D.M, donde M es el punto 
medio de la arista CC,. Entonces, de la igualdad delos triángulos 
DD¡P y DCM se desprende que ZDPH = 
= ZCMD, osea, LHDP + LDPH = 90", 
lo que significa que en el triángulo DPH 
el ZDHP =90*. Así, pues, DH = DP. 

Mostremos que DH es perpendicular al 
plano A,D,P. En ofecto, como AD es una 
perpendicular al plano DCC,, DH 1 AD y 
DH 1. PQ. De modo que, DH .L D¡P y 
DH 1 PQ, por lo tanto, DA es perpendi- 
cular al plano A,D,P. Pero, en alias; la 

Fig. 125 longitud del segmento DIT es la distancia 
buscada. Expresando con dos procedi- 
mientos el área del ADD,P, obtenemos una ecuación con relación a 


DH:DH-D,P =DP-DD,, de donde hallamos que DH = YE. 


e) En el plano ABC (fig. 125) construyamos la recta EX que pasa 
por el punto P y por £, que es el puntu medio de la arista 4C. En- 
tonces, BD || EP. Construyamos el plano B,EP. Como BD || EP, 
BD será paralela al plano B,EP, y, de este modo, la distancia bus- 
cada será igual a la distancia desde la recta 8D hasta el plano B,£P. 
Con el fin de hallar dicha distancia tracemos del punto O una per- 
pendicular al plano B,EP. La base de la perpendicular, es decir, el 
punto $, no puede ser tomado al azar, ya que la representación es 
métricamente definida. Realicemos la construcción de S del modo 
siguiente, Construyamos F que es el punto de intersección de las 
rectas OC y EP, a continuación, el punto O, en el que concurron las 
rectas 4,C, y B,D, y, después, unamos los puntos O, y F. 

A continuación, tomemos + la arista CC, tal punto 7' que se 

z cr _ 0 
cumpla la ipulaáa 00 = 00, E x 

Ya queoc=“YE, or “Y y 00, a, CT=d. Conste 
yamos el segmento O7 y el punto $ que os el do intersección de 
OM con OF. 

Como de acuerdo con la construcción los triángulos rectángulos 
00,F y OCT son semejantes, LO,PO <= LOTC = LCOT y, en 
tallcaso, LO,FO + LCOT = 90 y, por lostanto, OT _L O,P. Aho- 
ra, desmostromos que 07 es perpendicular al plano B,£P. Como 
B,D, es perpendicular al plano 44,C y OT yace en el plano AÁ,C, 
OT LBpD;. 





$ 10. Rectas cruzadas 139 





Así, pues, OT 1 BD, y OT _L 0,F. De modo que OT es perpen- 
dicular al plano B,£P. Pero, entonces, la largura del segmento OS 
es la distancia buscada, Expresando con . dos procedimientos el área 
del triángulo O,OF, obtenemos una ccuación con relación a 
08 : OS - 0,8 = 0F-00, de donde, 
ya que OP= YE, 00,=a, OP ro 2V2,, hallamos que OS =>. 
esemrLo 3. La superficie lateral de la pirámido cuadrangular re- 
gular SABCD es dos veces mayor que el área de su base. En las ca- 
ras SAD y SDC se han trazado 
las medianas AQ y DP. Hallo- 
mos el ángulo entro ellas. 

SOLUCIÓN. Y procedimiento, Sea 
la figura SABCD la pirámide 
dada (fig. 126). Esta es una re- 
presentación completa y para roa- 
Iizarla se han gastado los cinco 
parámetros, es decir, está métri- 
camente definida. En efecto, 
considerando que el. paralelo- 
gramo ABCD es la representa- 
ción de un cuadrado, consumi- 
mos dos parámetros; consideran- 
do que SO es la representación 
de un segmento perpendicular al Fig. 126 
plano ABCD consumimos asimis- 
mo dos parámetros. Suponiendo 
que Si =2Sa pc de hecho consideramos que la altura de la 
cara lateral es Ígual al lado de su base. (Fomando SE, es decir, la 
altura de la cara Jatoral, igual a h y el lado do la base de la pirá- 
mido DC = a, de la igualdad Sim: = 25 4 nep, Obtenomos: 4:Fah = 
= 2a*, de donde se desprende que h == a.) 

Así, pues, para las construcciones auxiliares de carácter métrico 
no hay parámetros libres. Señalemos, que con el procedimiento ele- 
gido para la resolución no habrá construcciones que requieran el 
posterior consumo de parámetros. 

Con el fín de hallar el ángulo buscado, incluyámoslo on algún 
triángulo. P. ej., esto se puedo hacer del modo que sigue: uniendo 
los puntos Q y € (CQ será la mediana del triángulo SCD) y designe- 
mos con F el punto de intersección de las roctas DP y CQ. Ein el tri- 
ángulo AQC, por el punto F, trazamos la recta KF [| AQ y, por fin, 
unimos los puntos K y D. 

Como según-la construcción KF [| AQ, el ángulo entre las rectas 
KF y DF es igual al buscado. Para abreviar supongamos que 
ZKFD = «. Para hallar z caleulemos los lados del triángulo DFK 
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Introduzcamos un parámetro auxiliar, haciendo para ello DC= 
=a. Entonces, como dijimos ¿al calcular los parámetros de la re- 
presentación, S£=a. Pero SE es la mediana del triágulo SDC, o 
sea, FE ==. Entonces, del triángulo DEF, donde DE=F, 


hallamos que DP=YE.. Más adelanto, ya que el triángulo CFK es 





semejante al triáugulo CQA, LE =£E.. Poro + y, por lo 
tanto, KF +40. Mas AQ= DP y, por ello, Kr=% DP. Ahora, 


tomando asimismo en consideración que DF 








2 DP, Mogamos a la con= 
clusión do que KF'= DF, os decir, KF=2VA. E tercor lado del trián- 


gulo DFK so halla dol triángulo CDK, donde CK=F, AC=2 a Y 3, 
CD=a, L DCK=45". Obtenemos, DK?*=CK?*+4DC?—2CK.DC x 
x cos45%, de donde DK*=2É. Así, pues, conocomos los tres lados 
del triángulo DFK. Aplicando a éste el teorema de los cosenos, 


obtenemos: DK?=KF?+ PD?—2KF.FDcosz o bien del 
. E evi 
48e_ya vB a 13 


9 36 
E 


es decir, z= 
3 
= ArCCOS 3 + 











3 
cos, de donde cosa=-5, 


OBSERVACIÓN. Indiquemos una vía más para incluir el ángulo buscado en 
el triéngulo. Por el punto Q en el plano $DO trazamos la rocta 07 | DP y una: 
mos el punto 7 con A (fig. 127). Es evidente, que 704 es igual al buscado. 
El puede ser hallado en el triángulo 70.4. Podemos operar de otro modo. Hallar 
en el triángulo AQL ZAQL que completa el ángulo buscado hasta 180* y, des- 
pués, hallar el buscado. 


11 procedimiento. Introduzcamos en el espacio la base rectangular 
cartesiana O7k, cuyos vectores , J y k son los vectores unitarios de 
los ojes Oz, Oy y Oz (fig. 128). A continuación, después de descompo- 
ner los vectores DP y AQ por los vectores de dicha base hallamos 
cos Z (AQ, DP). Introducimos un parámentro auxiliar haciendo 
DC=a. Entonces, oD=00=244 y del triángulo SOE£, donde 
ayi 





SE=a y OE=-%, obtenemos que SO 


los vectores DP y AQ por Í, 
dá dl av2; 
= 004 0S= Li 


Ahora, expresemos 
, donde DP = 
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aV2; 


Entonces, DP=212 5-18 5423 E, A continuación, 





20 =00—DA, donde D0=-4 0D+ 7 058 = YE ayi z 





Fig. 127 





vi aViz A 10.2 V25 
Di=—L21, Así, pues, A0= == 14 E 


consiguiente, 


cos £ (AQ, DP] = HE 





aV2 0V3_av2 2v2 4143 avi 
4 a $] 4 4 
= . E —==5 
MEDNABNaaD NS (e Y) Nora 
=H5, o sea, L(40, DP) =arecos «y. 

















puembro 4. En la base de la pirámido cuadrangular SABCD yaco 
un rectángulo con razón de los lados AB : 4D =1: 3. Cada una de 
las aristas laterales forma un ángulo de 60” con el plano de la base. 
Hallen el ángulo que forma la recta DP con el plano SCD si P es 


el punto medio do la arista SB, 
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SOLUCION. Supongamos que la figura SABCD (fig. 120) es la re- 
presentación de la pirámide dada. Ella es completa. Calculemos su 
número paramétrico. Consideremos que el paralelogramo arbitra- 
rio ABCD es la representación de un rectángulo (es decir, consumi- 
mos un parámetro) con una razón conocida de los lados” (por con- 
siguiente, consumimos un parámetro más). Bajemos la perpendicular 
SO del vértice S al plano de la base (es decir, para representarla 
consumimos dos parámetros más) y unimos el punto O con el vér- 
tice A. El ángulo SAO está formado por la arista SA y el plano de 
la base. Vamos a considerar que el 
ángulo SAO es la representación 
de un ángulo que en el original es 
igual a 60* (con ello, consumimos un 
parámetro). Así, pues, para la re- 
presentación hemos consumido un 
total de cinco parámetros, lo que 
significa que la representación 
es métricamente definida, es decir, 
que las posteriores construcciones 
de carácter métrico no pueden ser 
realizadas arbitrariamente en esa 
representación 
Figs 229 Seguidamente, unimos el punto 
O con el vértice C de la base. 
Entonces, LSAO = 458C0 = 60” y los triángulos rectángulos SAO 
y SCO, que tienen el catoto común SO y un ángulo agudo igual, son 
equivalentes, Esto quiere decir que: QA = OC, es decir, O es el pun- 
to medio de la diagonal AC y, esto significa, que es el punto de in- 
tersección de las diagonales del rectángulo ABCD. De la igualdad 
de los triángulos SAO y SCO se deduce que SA = SC, o sea, que el 
ASAC es isósceles. Como Z840= ZSCO == 60%, también 
LASC = 60* y, por lo tanto, el ASAC es equilátero. Por analogía, 
el ASBD es asimismo equilátero. 

Pasemos ¡ahora a la construcción del ángulo buscado. Como el 
ángulo entre una recta y un plano es igual al ángulo formado por la 
recta con su proyección ortogonal sobre dicho plano, bajemos una 
Esrvencicular de cualquier punto de la recta DP al plano SCD. 

'on éste fin, tracomos primero la apotema SM de la cara'SCD (M es 
el punto medio de la arista CD) y wnimos el punto M con el O. En 
tal caso, como 'SM _L CD y OM es la proyección de SM en el plano 
ABCD, OM .L CD. Así, pues, CD 1 SM y CD _L CM, lo que quiere 
decir que la recta CD será perpendicular a cualquier recta que yazca 
en el plano SOM. 

Por esta razón, si desde el punto X bajamos la perpendicular KL 
ala apotema SM, KL será también perpendicular al plano SCD y, 
por consiguiente, Z. KDL será el ángulo buscado. Hagamos ZKDL = 
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= s. Como ya hemos dicho, no podemos realizar al azar nuevas cons- 
trucciones de caráctor mólrico en la representación de la pirámide 
dada, es decir, tomando al azar en la apotema SAL el pinto L, no se 
puede decir que el segmento KL se va a considerar como la repre- 
Jentación de la perpendicular a SAY. Para construir LL SM, 
construyamos primero ON 1. SM. Esto 50 puedo hacer si calculamos 
en qué. razón divido el punto AV la hipotenusa SAL on el ASÓM. 

Haciendo AB=4 obtenemos consecutivamente: BC =3a, OM 
=, 40=ayT,S0=0VT,00="LD, som “LD, sa 
VE Mn YE, os decir, MN: SN =3:43, Después de 


construir tal punto V que MN :5M=3:13, trazamos KL JON. 
Hagamos 4 KDL= a. Para su determinación es suficionto 
cular cualosquiora dos Jados dol triángulo rectángulo DKL, y 
el cateto KL y la hipotonusa DK. De Ja semejanza do los A SAL. 
7% 
y ASOM, obtenemos: ri donde OM=2L, sm 
y, como K es el punto de inrsccción de las medianas SO y DP 
del triángulo SBD, SK=2 5043 Dieor.., 
«VR 
39 
Como el ASBD es equilátero, DP=80. Pero DK=FDP y 











í, pues, KL= 








SK=-+S0. Por lo tanto, DK =SK= 






donde Z DLK=0900", tenemos sen 
VA 
18: 

EsempLo 5. En la base do la pirámido cuadrangular SABCD con 
el vértice en el punto $ yace un cuadrado, mientras que su altura so 
proyecta» en el punto A. El área de la cara SBC os dos veces mayor 
que el área de la cara SAB. Hallomos el ángulo entre la altura AF. 
de la cara SAB y el plano diagonal SAC. 

SOLUCION. Supongamos que la figura SABCD (fig. 130) es la 
representación de la pirámide dada y que ella es completa. Calculo- 
mos el número de parámetros consumidos para esa representación. 
Se considera que el paralelogramo ABCD es la representación de un 
cuadrado, esto son dos parámetros, consideremos que el segmento 
SA es la roprosentación de la perpendicular al plano de la baso, es 
decir, dos parámetros. El área de la cara SAB se Loma dos veces 


monos que Ja de la cara S3C, os decir, (FSA-48): (7SB-BK)= 
:2 o bien que SA : SB =1:2 y, de este modo, consumimos 


K a 
=D es decir, I= 





=aresen 
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un parámetro más. Así, pues, para la representación hemos consu- 
mido 5 parámetros y, por ello, ésta es métricamente definida. Esto 
significa que ahora ya no podemos tomar al azar el punto F en la 
arista SB y considerar que el segmento AF es la representación de 
a la altura de la cara SAB. Al mis- 

mo tiempo, con el fin de deter- 

minar el ángulo buscado, ha de 
construirse la altura AF (a con- 
tinuación, será también preciso 
construir la representación de 
su proyección en el plano SAC. 
Para efectuar las construc- 
ciones necesarias y los posterio- 
res cálculos, introducimos un 
parámetro auxiliar haciendo, p.0., 
AB==a. Entonces, como en ol 
triángulo SAB SA=l SB, ol 
ZSBA=30" y, por lo tanto, 


si AF1SB, en el triángulo 
rectángulo ABF tendremos AF = 


1 a 
==> AB, 0 sca, AF=-7. En tal 





Fig. 130 





caso, SA= YE, satlá y se. sí, pues, SP: SB= 


> ya 2V3 o bien SF:SB=1:4, do donde queda clara la 
construcción de la altura AF. 


OBSERVACION. La construcción de Ja altura A/* se hubiera podido realizar 
asimismo mediante un dibujo auxiliar en el que estuviera representado un trián- 
gulo original SAB. Acerca de somejanto procedimiento de construcción so habló 
con detallo en los ojemplos 7, 8, 9 del apartado anterior. 


Más adelante, es preciso construir la proyección de la altura AP 
en el plano SAC. Esto se puede realizar del modo siguiente, Por el 
punto F en el plano SAB trazamos una recta paralela a la recta SA. 
El punto de intersección de ésta con la recta AB se designa con K. 
En el plano ABC, por el punto XK, trazamos una recta paralela a 
BD. Designemos con M el punto de intersección de AC con la mon- 
cionada recta. Por el punto M en el plano SAC trazamos la recta 
m, por la quo'se intersecan los planos SAC y FKM. Ya que tanto 
el plano SAC comio el plano PXM son perpendiculares al plano 
ABC, es evidente que su línea de intersección, es decir, la recta m, 
será perpendicular al plano ABC, o sea, m 11SA y mI] FK. La in- 
tersección de la línea m con el plano SBD será designada con L. 
A continuación, unimos los puntos FP y L. 


$ 10, Rectas cruzadas 145 





El segmento FL: representará la porpendicular al plano SAC. 
(En efecto, FL|[MX, pero: MK es perpendicular al' plano SAC 
ya que MK _1 AC y MK_L8A.)Poro, entonces, ÁL es la proycción 
do AF en ol plano SAC y, por lo tanto, ¿PAL es el ángulo 
buscado. Para abreviar; hagamos Z FAL :«x. Con el fin de deter- 
minar x es posible hállar FL y, soguidamento, sonz=w=Z%. Más 


arriba, ya hallamos AF=3. Para caloular FL advirtemos quo, 


de ácuerdo con la construcción, el cuadrilátero MXFL es un rec- 
tángulo, es decir, FL=KM. 
A continuación, podemos hallar KM si notamos que A AKM cn 


eo ABC, dondó LM 2£  dondo BC=a, AC=4 YA y AK= 


= (ya que en el triángulo SAB SP:SB=1:4 y, por lo tanto, 
asimismo AX: AB=4:4). 
Así, pues, KM=- 











Ahora, hallamos que senz= 





4v 
¡1-4 y, do este modo, 4. FAL=arcsen 





PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


631. La oblicua AB forma con el plano P un ángulo de 45? que es igual al 
ángulo entre la proyección de dicha oblicua y la recta AC situada en el plano 
P. Hallen ol ángulo BAC. 

632. En una pirámido triangular regular la altura es igual al lado de la 
baso, Hallen el ángulo formado por la arista lateral con el pino de la baso. 

633. La recta AB yaco on ol plano P por un lado dol cual, por el punto B, 
se trazan las rectas BC y BD perpendiculares a la recta AB y que conol plano 
P forman ángulos iguales a 50” y 15”. Hallon el ángulo CBD. 

634. La diagonal de un prisma cuadrangular regular forma con el plano 
de la base un ángulo de 45”. Hallen el ángulo formado por esta diagonal con la 
diagonal de la cara latoral quo la interseca, 

685, En la sección axial dol cono ol ángulo on el vértico es igual a 2a. Por 
dicho vértice se traza un plano de modo que la altóra del cono forma con él el 
ángulo f, Hallen el ángulo entro las generatrices por las quo este plano corta 
la suporlicio del cono. 

636. En el cubo ABCDA,B,C,D, so ha trazado ol plano secante POC,B,, 
donde P y Q son los puntos medios de las aristas 44, y DD,, respectivamente. 
Hallen el ángulo entro Ja recta, CO y el plano secanto. 

637. En el tetraedro regular $48C hallon el ángulo entro la arista AB y 
el plano de la cara SAC. 

638. Por la diagonal AC do la pirámido cuadrangular regular SABCD se 
traza un plano secanto perpondicular'a la cara SAD. ¿Qué ámgulo forma la aris- 
ta SD con el plano secante? 

689, En la pirámide cuadrangular regular SABCD la razón entre la altura 
$0 y el lado AB de la base es igual a 2 : 3. En la diagonal AC se toma ta) punto 
P que AP. = PO. Hallen el ángulo formado por la recta $7 von el plano SAD. 

640. La base de la pirámide cuadrangular SABCD cs el cuadrado ABCD. 
En la tara lateral SA B, perpendicular af plano de lo baso y qu es un triángulo 


100290 


145 Capítulo 11. Estereometría 





regular, se ha trazado la mediana AX. El punto K está wnido con el vértice €, 
Jiállen los ángulos quo forman los lados AX y CK del triángulo ACK con ci 
plana de la baso, 

641. La base de la pirámido SABCD es un rectángulo con los lados AD = a, 
AB = b. La altura de la pirámide se proyecta en el punto O, punto de inter: 
sección de las diagonales de la base. La arista lateral forma 30* con el plano de 
la base, Hallen el ángulo entre la recta DP y el plano SAC si P es el punto medio 
de la altura SO, 

642. La baso del paralolepípodo recto ABCDA,B,C,D, os un paralelogramo 
con ángulo agudo igual a 60* en el vórtico 4. Halen el Angulo entre la diagonal 
B,D del paralelepipedo y la cara lateral CC,D/D si AB: ÁD: 44, =2:1:3. 

643, En el cubo ARCDALD,CyD, P os el punto medio de la arista AD. 
Mallen cl ángulo entre la recta C,P y la sección diagonal AA,C,C del cubo. 

644, En el cubo ABCDA,B,C,D, so han trazado 'el plano secante BDC; 
y la diagonal CD, de la cara CC,D,D. Hallen el ángulo entro la diagonal CD, 
y el plano secante, 

645, La base de la pirámide SABCD es un rectángulo con razón de los 












lados AB 2, Cada arista lateral está inclinada con relación al plano 
do la base bajo un ángulo de 60% Valen Jos ángulos que forman los rectas DP 
y DO con el plano diagonal SAC si P y Q son los puntos medios de las aristas 
Ay Ss 
646. En una pirámide cuadrangular regular la arista lateral forma con el 








plano de la base un ángulo de 45". 
la altura de la pirámide se traza una recta. Mallen e ángu 
y las caras laterales de la pirámido. 

647. En el cubo ABCDA,B,C,D, se han trazado el plano CDB y la recta 
DP, donde P es el punto medio de la arista BB,. Hallen el ángulo entre la recta 
DP” y el plano secante. 

648. En el cubo ABCDA,B,C,D, se traza el plano secante BDP, donde P 
es el punto medio de la arista CC). Halten el ángulo entre la recta 4,Q y el plano 
secante si Q es el punto medio de la arista DD. 

649, La baso de la pirámido SABC es un triángulo isósceles con el ángula 
€ recto, Cada arista lateral forma con el plano de la base un ángulo de 45”, Hallen 
el ángulo entre la mediana AM do la cara SAB y el plano de la cara SBC. 

650, Una recta es tangente a un cono y en el punto de tangencia forma 
con su generauriz ol ángulo agudo a, mientras que con el pleno de la baso del 
cono, el ángulo f. Halen el ángulo entre la generatriz y el plano de la base, 

651. Una circunferencia de radio R y un triángulo equilátero con lado 
igual a R Y3 yacen en planos perpendiculares entre sí. El segmento que uno 
el centro. de la cireunferencia con el centroide del triángulo forma ángulos igua- 
los a 30" con las planos dados, además, uno de los Jados del triángulo pertenece 
al plano de la 'cireunferoncia. Hallen la longitud do aquella parte del lado del 
triángulo que yaco dentro de la circunferencia. 

652. En dl prisma cuadrangular regular ABCDA,B,C,D, las diagonales 
2,9 y BD, son perpendicularos entre sí. 'Hallon el ángulo entro las diagonales 

1D y AC. 

653. Un cuadrado, en el que se ha trazado la diagonal, está enrollado co 
forma de la superficie Jatoral de un prisma ouadrangular regular y, de esta forma, 
la diagonal del cuadrado so ha convertido en na quebrada no plana, Hallen los 
ángulos entre los segmentos do la mencionada quebrada. 

654. D eslel punto medio de la arista SA, 2, el punto medio de la altura 
SO del totracdro regular SABC. Hallen el ángulo entre las rectas OD y CE. 

655. Demuestren que en una pirámido triamgular regular los pares de 
aristas no intórsecantes son perpendiculares entre sí. 

656. Dembestren que si las aristas opuestas de una pirámide triangular 
sona pares perpendiculares, todas las alturas de la pirámide concurren en un mis- 
mo punto. ' 


Por el vóriico de la base y el punto medio de 
ulo entro dicha recta 
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657. En el tetraedro regular SABC AD os la modiana del AABC, E, el 
punto medio de la arista SB, Hallen el ángulo entro las rectas AD Fl CE. 

658. En el totracdro SABC:SA esla perpendicular al plano ABC, AB 1. 4C 
y SA = AB = AC. Hallen el ángulo entre las rectas OD y CE si D es.el punto 
medio de la arista SÁ, E, el punto medio de la arista SB y el púnto O es el cen- 
troide: de :la base A8C del tetraedro. 





Ca. 

062, En ol tetracdro regular SABC hallen el ángulo entro la mediana A M4 
do la cara SAB y el rayo SC. 

663, En la pirámide triangular regular SABC todos los ángulos planos 
en el vórtico S son rectos. Hallon el ángulo entre los rayos C? y SD si P y D 
son los puntos medios de las aristas SA y AC, respectivamónte. 

6564, En la pirámide cundrangular SABCD la baso ABD ss wn paralelo. 
gramo entro cuyos lados la razón es AB: BC = 1: 2 y con el ángulo agudo 
igual a 60. La cara SAB de la pirámide es perpendicular al plano de la base 
y es un triángulo regular. Hallen el ángulo entre la mediana DA de la cara 
SAD y la apotema SK dela cara SÁB. 

605. En la pirámide cuadrangular SABCD todas las aristas laterales están 
ipelinadas hacia el plano de lo base bajo un ángulo de 60”. Por el punto F que 
divide la diagonal AC de forma que A4F' : FC = 1: 3 y P, que es el punto me- 
dio de la arista SC, se traza una recta. Hallen el ángulo formado entre el rayo 
BP y la diagonal AC. 

(666. En el prisma triangular regular ABCA,B,C,, cuyas caras laterales son 
cuadrados, se han trazado las disgonales BA,, AC, y CB. Hallen los ángulos 
entre los. rayos AC, y BA; AC, y CBy: BA, y CB 

667. En el rectángulo ABCD AB: BC =211. En los lados AB y CD 
so han tomado, respeotivamente, P y 0 que son Jos puntos medios de dichos 
lados, mientras que por la recta PQ el rectángulo se ha doblado de forma que el 
ángulo entre los rayos PB y PA os igual a 60”. Halen el ángulo entre los rayos 
DB y AQ. 

668, En ln pirámide cuadrangular regular SABCD al ángulo entre la 
avisa lateral y el plano de la base es igual 245". Hailen el ángulo entre los vos 
BP y OL, dondo ol punto E es el vértico de la base de la pirámide, P, os ol punto 
modio de la altura de la pirámide, el punto O, ol centroide de la baso y Ly 
el punto medio de la arista SC. 

069; Una placa cuadrada AJCD está doblada por la diagonal 4G do forma 
que el plano 4/3C es perpendicular al plano ACD. 'El punto K se ha clogido en 
la diagonal AC de modo que CX : KA = 1 : 3. Hallen el ángulo entro los rayos 
KB y CD. 

$70. En la pirámido triangular SAAC los ángulos planos ASE y CSB en 
el vórtico $ son rectos, en tanto que cl ángulo ASC es igual a 45". Mallen el án- 
gulo entre Jos rayos CK y SD si K y D son los puntos medios de las aristas SA 
y BC, nO nl ySA=8SB=SC, 

871. En la pirámide triangular SABC la base ABC os un triángulo regular. 
as caras SAB y SBC son porpendiculares al plano de la base y la arista SE 
es igual al lado de la base. Hallen el ángulo entre los rayos SO y BD, donde 
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e proto O es el centroide del triángulo ABC y D, el punto medio de lu arista 


672, Las diagonalos no intersecantes de dos caras laterales adyacentes de 
un paralelepípedo rectangular forman con el plano de la baso los ángulos « y 
P. Hallen el ángulo ontro dichas diagonales. 

673, En la pirámido cuadrangular regular SABCD ol lado de la baso AB = 
= 6 om, la altura es igual a 4 cm. Hallen la distancia desde el vértico A hasta 
el plano de la cara SCD, 

674, El segmento 4.2, cuya longitud os igual a a, os paralelo al plano P. 
Por los puntos A y 3 so han trazado rectas perpendiculares al segmento AM 
y que con el plano 4 forman ángulos iguales, respectivamento, a a y . La distan- 
cia entre los puntos de intersceción de Jas rectas trazadas y el plano P es igual u 
B. Hallon la distancia entre el segmento 4.8 y dicho plano. 

675. Un segmento, cuya longitud es igual a a, tiene sus extremos en dos 
planos perpendiculares entre sí y forma con wno de ellos un ángulo igual a 30 
y con el otro, a 45”. Hallen la distancia entre las proyecciones de los extremos 
del segmento dado en la línea do intersección de los planos, 

676. Enel plano P está situado el irdángulo equilátero ABC on el que AB 
= a. En la perpendicular al plano P, que pasa por ol punto A, se ha trazado 
tal segmento AR que AX = a. Mallen la distancia ontre Jas rectas AB y CK. 

677. Por el extremo superior de Ja generatriz de un cilíndro so traza a ésto 
una tangente bajo un ángulo igual a a. Mallen Ja distancia desde los centros 
de las bases del cilindro hasta dicha tangente si la altura del cilindro y el ra- 
dio de su hase son iguales a l y A, respectivamente. 

(578, En los puntos 4 y 8 pertenecientes al plano 2, so elevan las perpen- 
diculares AC y BD a dicho plano por un mismo lado. Demuestren que las rectas 
BC y AD se intersecan y hallen la distancia desdo su punto de intersección 
hasta el plano P si conocemos gue AC = a y BD =b. 

679. La altura de un prisma cuadrangular segular es igual a h. Halen 
Ja distancia desde el lado de la baso, cuya Jongitud es igual a a, hasta la día- 
gonal del prisma que no lo interseca, 

680. La base del prisma recto ABCDA,B,C,D, es un rombo con lado igual 
aa y ¡ángulo agudo q. Hallen la distancia desdo el vértice, de la hase superior 
hasta la diagonal 4,D de la cara lateral sí la arista Juteral del prisma es igual 
ah. 

681. Hallen Ja distancia entre la diagonal de un cubo y la arísta que no 
la intorseca si la arista dol cubo es igual a a. 

682. Hallon la distancia entro los diagonales no intorsecantes de las caras 

adyacentes de un rombo si su arista os igual a a, 
83. En el cilindro equilátero, on el que el radio do las basos os igual a 
R, un punto de la circunferencia de lu base superior se une con un punto de la 
circunferencia de la base inferior. La recta trazada forma con el plano de la 
hase un ángulo igual a a. Hallon la distancia entre la mencionada recta y el ejo 
de simotría del cilindro. 

684, Entre dos planos paralelos so han trazado una perpendicular y una 
oblicua que forma con cada uno de los planos el ángulo a. Hallen la distancia 
entre los puntos medios do Jos segmentos de la oblicua y la perpendicular. con- 
tenidos entre los planos dados, sí Ja Jomgitud dol segmento de la perpondicular 
es igual a 2a y la distancia entro los extromos de Ja oblicua y la perpendicular 
en cada uno de los planos es igual a 0. 

685. En una pirámido triangular la suma de tres ángulos planos en cada 
vno de los vórticos de la base es igual n 180%. Hallen Ja distancia entre las aristas 
cruzadas de la pirámide sí los lados do la base son iguales a 4, 5 y 6 cm. 

686. Demuestren que si la recta a forma igualos ángulos con tres rectas 
que no son paralelas entre sí y que yacen en un mismo plano, la recta a es per- 
pendicular a dicho plano. 

687. Los ángulos planos de uno de los vértices de una pirámide triangular 
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son rectos. Demuestren que la altura do la pirámide, trazada desde dicho vérti- 
ce, pasa por el punto de intersección do las alturas de la cara opuesta, 
688. Demuestren que la altura SO de la pirámide triangular SABC inter- 
seca la altura AD de la base en aquel y sólo en aquel caso cuando SA 1 BC, 
689. Demuestren que si una de las alturas de una pirámide triangular 
pasa por el punto de intersección de las alturas de Ja cora opuesta, las domás 
alturas de dicha pirámido poscen esa misma propiedad. 


$ 11. ÁNGULOS DIEDROS Y POLIEDROS 


EJEMPLO 1. Uno de los ángulos planos de un triedro os igual a 
60" y cada uno de los dos restantes, a 45", Hallemos el ángulo diedro 
opuesto al plano que contiene los 60. 

soLucióN, Sea la fig. SMNL (tig. 131) la representación del án- 
gulo triedro dado. Ella es completa. Hallemos su númoro paramé- 
trico. Considerando el ángulo MSN 
como la representación del án- 
gulo de 60 consumimos un pará: 
metro; si consideramos que los án- 
gulos MSL y NSL son las ropresen- 
taciones de los ángulos que en el 
original contienen cada uno 45” se 
consumen dos: -parámetros más. 
Así, pues, hemos consumido un to- 
tal de tres parámetros, es decir, al 
efectuar nuevas construcciones de 
carácter métrico, que pueden ser 
precisas al determinar el ángulo 
diedro buscado, es posible emplear 
dos parámetros más. 

De modo que MSN =60%, MSL = ZNSL = 45”, Hallo- 
mos ZSL que es un ángulo diedro en la arista SL.'Con este fin, 
construimos, y, a continuación, hallamos su ángulo lineal. Realiza- 
mos la construcción del modo siguiento. 

En el rayo SL elegimos el punto arbitrario A y en el plano MSL 
construimos la recta AB que consideraremos como la representación 
de Ja perpendicular a la recta SL (consumimos un parámetro). Por 
analogía vamos a considerar que AC os la representación de la per- 
pendicular al rayo SL (consumimos un parámetro más y, ahora, en 
la representación hemos consumido los cinco parámotros). Así, pues, 
ZBAC es el ángulo lineal buscado del diedro SL. 

Realicemos los cálculos necesarios para lo que introducimos un 
parámetro auxiliar. Hagamos SA = a. Entonces de los triángulos 
rectángulos SAB y SAC hallamos que AB=a y AC =a, SB = 
= SC = aY 2. Como en el ASBC BC = SB = SC, BC MES 

Cerciorémonos de que se cumplo la igualdad 4B* + AC? = BC? 
En efecto, AB? + AC? =2a* y BC? = (ay 2)? = 20?, Así, pues, 





Fig. 131 
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en el AABC (según el teorema inverso al de Pitágoras) ZBAC = 
= 90%. Por lo tanto, también £8L = 90”, 


., OBSERVACIÓN, El problema examinado pudo ser resuelto sin Ja introduc- 
ción del parámetro auxiliar. En efecto, como es fácil notar, el AABC= AASB, 
por lo que ZBAC= LSAB = 9, 


PJEMPLO 2, La base de una pirámide es un triángulo regular. Una 
de las caras laterales es perpendicular al plano de la base, las otras 
dos son oblicuas a él bajo un ángulo igual a . Hallemos los ángulos 
formados por las aristas laterales con el plano de la base. 

soLUcION, Sea el cuadrilátero SABC con sus diagonales SB y AC 
la representación de la pirámide dada (fig. 132). Tal representación 

es completa (cerciórense de esto 

Ss por su cuenta, tomando el plano 

ABC, p. ej., como cl fundamen- 

tal.) Calculemos el número para- 

métrico de la representación. Consi- 

derando que el triángulo arbitrario 

ABC es la representación de un tri- 

ángulo equilátero, consumimos dos 

parámetros. Al considerar que cl 

triángulo SAB es la representa- 

ción de la cara perpendicular al 

plano de la base en el original, con- 

sumimos un parámetro. Suponien- 

E do que los triángulos SAC y SBC 

ig. 132 

son las representaciones de las ca- 

ras oblicuas al plano de la base 

bajo ángulos, cada uno de los cuales es igual a 2, consumimos un 

parámetro más. Así, pues, el número paramétrico de la represen- 
tación que examinamos p = 4. 

Con el ej do resolver el problema introducimos en el dibujo los 
datos y las! magnitudes buscadas, para lo que realizamos las cons- 
truccionos adicionales necesarias. 

Ante todo, construyamos el segmento SD que es la apotema de 
la cara SAB. Entonces, como los planos SAB y ABC son perpendi- 
culares, el segmento SD también es perpendicular al plano ABC y, 
por ello, 4D es la proyección de la arista SA en el plano ABC, es 
decir, ZSAD es el ángulo formado por la arista SA con el plano 
ABC. Por analogía, LSBD es el ángulo formado por la arista SB 
con el plano ABC, L8CD, el ángulo formado por la arista SC con 
el plano ABC. Más adelante, señalemos que 42, que es la mediana 
del triángulo ABC, es también su altura, por lo que, después de 
construir DF || 4£, llegamos a la conclusión de que DF _L BC y, 
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porlo tanto, DF es la proyección del segmento SF en el plano ABC *). 
De este modo, SF .L BC y £SFD' es el ángulo lineal del diedro BC, 
osea, Z.SFD = a; Do forma análoga, al haber construido DK 1 AC 
Jlegamos a la conclusión que 4SKD =.«. Además, los triángulos 
rectángulos SDF y SDK tienen un cateto común SD e iguales ángu- 
los agudos. SFD y SKD, os decir, esos triángulos son iguales. En- 
tonces, DF = DK. Esto significa que el punto D es equidistante 
de los lados del ángulo ACB. Así, pues, el punto D yace en la bisec- 
triz del ángulo ACB del triángulo regular ABC. Pero la bisectriz 
del ángulo de un triángulo regular es, al mismo tiempo, su mediana 
y altura. Así, que CD es la mediana del AABC, o sea, D es el punto 
medio del lado AB y, por consiguiente, SD, que es la altura del 
ASAB, es asimismo su mediana. Esto quiere decir que el SAB 
es isósceles, o sea, LSBD = LSAD. 

Ahora, podemos pasar a los cálculos, introducimos un paráme- 
tro auxiliar, haciendo AB=«u y, para abreviar, hacemos £8BD= 


=x, S8CD=y. Entonces, también Z SAD=x. Es evidente, que 
BD=-AB=%. A continuación, como AE os Ja mediana del 


AABC y FD, la línea media del A ABE, DF=LAE=4x% 


2/5 218. Del triángulo rectángulo SDF tonomos: SD= 


=DF.ga=2 14 tga. 


4 
Así, pues, g2= ¿0.216 1g 0, do dondor=arcig (Liga). 


Más adelanto, yo 180, de donde y=0cg (180). 


essurLo 3. El ángulo diedro en la arista lateral dé una pirámido 
cuadrangular fegilar es igual a a. Hallemos el ángulo diedro en la 
arista de la base de dicha pirámide. 

SOLUCION. Sea la figura SABCD la ropresentación de la pirámide 
dada (fig. 133). Esta es completa (corciórense de ello por su cuenta). 
Calculemos su número paramétrico. Considerando que el paralelo- 
gramo ABCD es la representación do un cuadrado, consumimos 
dos parámetros. Sea O el punto de intersección de las diagonales de 
la baso. Si consideramos que el segmento SO es la representación de 
la altura de la pirámide, consumimos dos parámetros más. Por 
fin, suponiendo que el ángulo entro las aristas latorales, p. ej. SBC 
y SDC, os la representación del ángulo diedro, cuyo valor en el ori- 
ginal es igual a a, consumimos otro parámetro. Así, puos, para la 
representación de la pirámido dada hemos consumido los cinco pa- 
rámetros. 





*) (Presten atención, Para la construcción DF L 8C no es necesario con- 
sumir parámetros, aunque ella es tambión métrica). 
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Para resolver el problema es preciso efectuar ciertas construccio- 
nes adicionales que, en particular, nos permitirán introducir en el 
dibujo los ángulos dado y buscado. (En principio; en la representa- 
ción métricamente definida que tenemos, al azar no se pueden realizar 
construcciones métricas. No obstan-= 
te, en el caso que analizamos al 
verificar construcciones métricas son 
tolerables exclusiones, ya que el 
ángulo en la arista lateral de la 
pirámide está prefijado con un 
parámetro cuyo valor, como es fácil 
de advertir, pertenece al intervalo 
190% 180". Nosotros haremos uso 
de esta circunstancia.) 

Tomemos en la arista SC el pun= 
E to M y vamos a considerar que el 

Pig. 133 segmento OM es la representación 
do la perpendicular a la arista_SC. 
A continuación, construyamos los segmentos DM y BM. Como 
BD_L AC y BD 1580, BD _1 5C. De modo que SC 1 BD y 
SC 10M, es decir, SC L DM y SC 1 BM. Entonces, £BMD 
es el ángulo lineal del diedro SC y, por lo tanto, ZBMD = a. Ade- 
más es posible mostrar que el segmento OM, siendo la mediana del 
triángulo BMD, es asimismo su bisectriz y altura. Por ello, 
LBMO = LDMO = % y OM 1 BD. Además, construyamos SK, 
la apotema de la cara SDC y OK, la mediana del triángulo OCD. 
Como los triángulos SCD y OCD son isósceles, SK 1 CDyOK 1 
1 CD, o sea, LSKO es el ángulo lineal del diedro en la arista CD. 
Ahora, pasemos a los cálculos. Introduzcamos un parámetro auxiliar 
haciendo CD = a y, para abreviar, tomando Z5K0O = £. 


a 








Como en el triángulo rectángulo DOM D0= 2, Dm E. 





a 
2 sen y 


Ahora, caleulemos SK. Como el ASCK e» ACDM, E=Zpp, 


dondo SC=/ SERE, DM= VEZ y CD=a, 
250 z 
v2 mua 
25,900 SE LE Y + de donde SK=777 


Entonces, del triángulo rectángulo SOK, hallamos que cosx= 
OK 





= 





Y Tuosa, es decir, 2a=arccos Y —c0s 4. 
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PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


690, Dos ángulos planos del triedro son iguales a 45” cada uno, en tanto 
que el diedro entre ellos.es recto. Hallon el tercer ángulo plano.! 

601. Uno de los ángulos planos dol triedto es igual a 90? y los otros dos, 
a- 60” cada uno. Hallon el ángulo entre el plano que corta las aristas del ángulo 
triedro on: segmentos iguales, | 

692, Los ángulos planos del triedro son iguales a 45, 45 y 60%, Por su vértico 
se ha trazado una recta perpendicular a las arístas del ángulo plano igual a 45. 
Hallen el ángulo entre dicha recta y la arista del ángulo díedro (que no yace en 
la mencionada arista, ! 

603, Las aristas SAB y SBC del ángulo triedro SABC forman va ángulo 
recto, en tanto que los dos ángulos diedros son cada uno iguala a. Hallen el 
ángulo plano ASC. ! 

694, Por un punto tomado en Ja arista de un ángulo diedio igual a a, se 
ha trazado auna do las aristas un rayo qe forma con la arista el ángulo $ y, a 
la otra arista, un rayo perpendicular a ella. Hallen el ángulo entre los dos rayos. 

605. Dentro de un ángulo triedro, on el que todos Jos ángulos planos 50n 
igualos a 2a, por su vórtico, se ha trazado un rayo que cs igualmento oblicuo a 
Jas aristas del ángulo dieáro. Hallen el ángulo de inclinación de este rayo con 
relación a cada arista. 

696, Los ángulos planos do un triedro son ignales a a, f y y. Hallon sus 
ángulos diedros. 

697, En el rectángulo ABCD AB: BC <= a: b. Por ol lado AD se traza 
el plano ? con el qué'la diagonal del rectángulo forma un ángulo igual a 30". 
Hallen ol ángulo diedro entre el plano del rectángulo y el plano P. 

698. Por el punto A del plano ? se traza la recta oblicua AB que con P 
forma un ángulo «. Por AB se ha trazado el plano Q que con P constituye el 
ángulo $. Hallen el ángulo entre la recta 48 y la línea de intersección de los pla- 
nos P y Q. 

699. Por la biscctriz del ángulo recto de un triángulo rectángulo se ha 
trazado 'un plano que con el plano del triángulo forma ol ángulo «. Wallen los 
ángulos que forman los catetos del triángulo con dicho plano. 

700, En el tetraedro regular SABC, por la mediana AD de lo base y K, 
gu es el punto medio de la arista SB, se ha trazado un plano, Hallen el ángulo 

liedro entre dtcho plano y el de la baso. 

701, En el prisma triangular regular ABCA,B,C, todas 'las aristas son 
iguales. Por la arista 44, y D, que es el punto medio de la arista, B,C|, Se ha tra- 
zado vo plano, Hallen el ángulo diedro entro ol mencionado plano" y el plano 
AD,C. 

702, En la pirámido triangular regular el ládo de la base es tres veces mo- 
por que la arista lateral. Hallen el ángulo diedro en la arista lateral, 

303, En la pirámido cuadrangular regular el ángulo de inclinación de la 
arista respecto al plano de la hase es igual a a. Hallen el ángulo diedro en la 
arista lateral. 

704. La'base de una pirámido os un cuadrado. Halen los ángulos diedros 
Sormados por las aristas Jaterales, entro los que existe la razón 1:2:4; 
con el plano de la base, 

705. En tna pirámido triongular togular el ángulo dledtro junto ¡la avista 
de la base es igual a a. Hallen el ángulo do inclinación de la arista lateral con 
respecto a la baso 

706. El ángulo diedro en la nrista lateral de una pirámide triangular regu- 
lar es igual a o. Hallen el ángulo diedro entro el plano de la base y la cara lateral 
de Ja pirámido. á 

707, En una pirámide triangular regular el ángulo diedto entre la cara 
lateral y el plano de la base os Igual a a. fallen ol ángulo diodro entro las caras 
ja eralos, 
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708. Demuestren que si todos los ángulos diedros de una pirámido trian- 
ular,son iguales. asímlgmo son iguales todos los aristas. 

709, En la pirámido triangular SABC las caras SAC y SAB son triángu- 
los rectángulos ¡sóscolos con la hipotenusa SA común, El Angulo diedro de la 
arista SÁ es igual a a. Mallon los ángulos díedros de las aristas SB y SC, 

_ 710. La baso de la pirámido SABCD, todas las aristas laterales de la cual 
están inclinadas de igual modo respecto al plano de la baso, es el rectángulo 
ABCD, Por F,-K y L, que son los puntos medios de las aristas AB, AD y $C, 
se ha trazado un plano, Hallen el ángulo diedro que osto plano forma con el de 
ln baso sí AB: AD: SA =1:V/3:2, 

711. La baso do una pirámido os un cuadrado. Dos aristas lnterales son 
perpendiculares ul plano do la base y las otras dos, constituyen con dl un ángulo 
igual a a; Hallen el ángulo diedro entro las caras jateralos que no son perpendí- 
culares al plano do la 

742, La altura de una pirámido n-angulor rogular ss dos veces menor quo 
el lado de la buse. Hallen el ángulo ontre la cara Íateral y el plano de la base, 

713. En una pirámido n-angular rogular el ángulo entro la arista lateral 
y la arista de la base, adyacente a la primera, os jgual a a. Halen el ángulo dic- 
dio formado por la cara lateral con ol plano de la baso. 

744. Ena pirámide n-angular regular el ángulo diodro en la arista latoral 
Gs iguala da. allen el ángulo de inclinación de la arista latoral hacia el plano 
de la base de Ja pirámido, 

215. En una pirámido n-angulor regular ol ángulo digdro en/a arista Jatoral 
es igual a 20. Halen ol ángulo diedro en la arista de la baso de la pirámide. 

716. Dos rectángulos iguales ABCD y ABC,D, tienon el lado común AB 
y sus planos forman un ángulo diedro igual a 60". Hallen ol ángulo ontre las 
diagonales AC y BD, si AB: AD =1:2, E 

717. Dos rombos iguales ABCD y ABC,D, tienen el lado común AB, mien- 
tras que sus planos forman un ángulo diedro igual a 45”. Hallen el ángulo entre 
los lados BC y BC, de los rombos si el ángulo agudo de cada wno de ellos es igual 
a 60% H 

7Í8. El paralelepípedo ABCD, en el que “AC es Ja menor diagonal y 
AB: AC: BC=1;1: V/2, está doblado por la diagonal AC de modo que el 
ángulo BAD «s igual a 60”. Hallon el ángulo diedro formado por los planos 
de los triángulos ABC y ADC. 

719. En el paralelogramo ÁBCD el ángulo agudo es igual a 60 y AB : B 
=2:4. Enol Fido AB se toma P y en el CD, Q que son los puntos medios de 
estos lados, Después de doblar ol paralelogramo por la recta A los planos POC 
y POD forman un ángulo diedro igual a 45”. Hallen el ángulo agudo entre las 
rectas AP y BP. . 

720. En lá pirámido triangular regular SAB.C ol ángulo diedro en la arista 
de la base es igual a 45. Halen ol ángulo entre la mediana CD de la cara SAC 
y el plano SAB. 

Pio ta qe do'una pirámide cuadrangular os un rombo con ángulo agudo 











de 60%. .Cada cára lateral está inclinada hacia el, plano de la base bajo un ángulo 
de 45". Hallon' los ángulos que forma la altura de la cara latoral cón las diago- 
nalos de la base, 

72, La baso de la pirámide $4BCD es el cuadrado ABCD, la cara SAB, 
perpendicular 'al plano de la base, os un triángulo isóscelos, mientras que las 
áristas latoralés $C y SD forman, cada una de ellas, con el plano de la base 
un ángulo de 45*. Mallen el ángulo diedro en la arista lateral SD. 

723. En el plano de la base de un cono: equilátero (fuera de ella) se ha to= 
mado un punto alejado de la circunferencia de la haso a una distancia igual al 
radio de la base. Por dicho punto se trazan hacía el cono dos planos tangentes. 
Hallen el ángulo diedro entro ellos, 


8 


$ 12. Secciones de poliedros 45: 





$ 12. SECCIONES DE POLIEDROS 


Los problemas relacionados con la necesidad de representar las 
secciones han de dividirse en dos tipos: 

1) los problemas en los que se dico que es preciso construir la sec- 
ción; 

2) los problemas en los que se dice (o se sobreentiende) que la 
sección ya está construida. 

Al resolver los problemas del primor tipo. la construcción de la 
sección se acompaña de la descripción del proceso de la construcción 
que se realiza bien según el esquema completo de resolución del 
problema dado (análisis, construcción, demostración, investiga- 
ción), o bien (en casos más sencillos), según un esquema algo simpli- 
ficado (p. ej., se omite el análisis, la construcción se simultanea con 
la demostración). La investigación del problema para la construc- 
ción de la sección no se debe confundir con la investigación de la 
solución .de los problemas para calcular ciertas magnitudes ligadas 
con la presencia de la sección. P. ej., el problema de la construcción 
de la sección diagonal de un cubo o un paralelepípedo rectangular 
tiene seis soluciones; en lo que atañe al problema para calcular el 
área de la sección diagonal del cubo, sólo tiene una solución, mien- 
tras que cuando se trata del paralelepípedo rectangular, tres. 

Al resolver los problemas del segundo tipo se opera de modo algo 
diferente: si para la representación del poliedro prefijado junto con 
la sección se consume no más de cinco parámetros, la construcción 
de la sección no se describe (aunque, como es lógico, para resolver el 
problema la construcción de la sección ha de realizarse); pero si los 
cinco parámetros han sido consumidos antes de construir Ja sección, 
la construcción necesaria para representarla, ha de describirse. Se- 
mejante descripción se hace de la misma forma que la de cuales- 
quiera otras construcciones realizadas con una representación mé» 
tricamente definida. 

Al resolver los problemas tanto del primer tipo como del segun- 
do, hay que cerciorarse de la plenitud de la representación en la que 
debe construirse la representación de la sección (para los problemas 
del primer tipo) o on la que está representada la socción (para los 
problemas del segundo tipo). (Recordemos que en la representación 
completa es resoluble cualquier problema de posición.) Además, 
como, por regla, se sabe de antemano si en el proceso de la resolución 
será posible limitarse sólo a las construcciones de posición o bien 
será necesario realizar, asimismo, métricas, hay que calcular tam- 
bién el número paramétrico de la representación. 

Pasemos a estudiar los problemas del primer tipo. Primero, de- 
tengámonos en la construcción de la sección según él método de la 
traza del plano secante. (Recibe el nombre de traza del plano secante 
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una recta obtenida en la intersección de dicho plano secante con cier- 
to plano elegido en la representación. 

paembLo 1. En las aristas del cubo ABCDA,B,C,D, se dan ta- 
los puntos P, Q y R que AP = FAdy, B,Q =B,C, y CR =4 CD. 
Construyamos la sección del cubo con el plano PQR. 

SOLUCION, Primero aclaremos si el problema planteado es reso- 
luble, Sea la figura ABCDA,B,C,D, la representación de un cubo 
(fig. 134). Ella es completa. Tam- 
bién está claro que teniendo en la 
representación los puntos P, Q, y 
R, que son las proyecciones de los 
puntos Po Q) y Ra, es posible 
hallar asimismo las proyecciones 
sccundarias de los puntos Pa, Qp Y 
It y. Con este fin es suficiente efoco- 
tuar en el plano de imagen la 
proyección paralela interior, p. ej., 
en la dirección paralela a A4,. De 
esta forma, hallaremos los puntos 
Py Q, y Ri y llegaremos a la con- 
clusión de que la representación 
del plano secante es la prefijada. Entonces, el problema de hallar la 
intersección: del plano, prefijado con los puntos P, Q y R, con la 
superficie del cubo es resoluble. 

Pasamos, directamente, a la construcción de la sección (como, 
por regla, decimos la construcción de la sección aunque se trata de 
construir lá representación de la sección). La primera etapa del 
esquema general de resolución de un problema de construcción, es 
decir, el análisis, será omitida en el presente ejemplo, mientras que 
las etapas segunda y tercera, o sea la propia construcción y la de- 
mostración, se realizará simultáneamente, 

Ante todo, hallemos la traza del plano secante, es decir, la línea 
de intersecgión del plano POR con, ol plano ABC (los puntos Py, Q, 
y R, se han tomado en el plano ABC). 

1) Hallémos el punto Xen el que se cortan las rectas PQ y PiQu- 
Como el punto X yace en la recta PQ y ésta se encuentra en“el plano 
secante POR, X yace en PQR. Por analogía, ya que el punto X yace 
en la recta P,Q,, 61 yace en el plano ABC. Así, pues, X es un punto 
común de los planos POR y ABC. Asimismo el punto R es un punto 
común de los mencionados planos. Entonces, XR es la recta por la 
que los planos PQR y ABC se intersecan. 

2) Construyamos la recta XR que es la traza del plano secante. 

3) Hallémos el punto $ en el que concurren los rectas RX y AD. 

4) Unimos los puntos P y $. 

5) Hallemos el punto M en el que concurren las rectas RX y AB. 





Fig. 134 
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Como el punto M yace en la recta RX y ésta so encuentra en el 
plano secante PQR, el punto M yace on dicho plano. Por analogía, 
ya que el punto M yace en la recta AB, mientras quo ésta so en: 
cuentra en el plano ABB,, el punto Mes un punto común del plano 
secante y del plano de la cara lateral ABB, del cubo, 

a neuen la recta MP por la que se cortan los planos PQR 
y ABB,. 

7) Hallemos el punto K en el que la recta MP corta la recta AyB,. 

8) Unimos los puntos K y Q. 

9) A continuación, hallamos el punto N que es el punto de in- 
tersección de las rectas RX y BC. 

40) Construimos Ja recta QN. 

41) Hallamos el punto Z en el que concurren las rectas QN 
y CC, 

42) Unimos los puntos L y R. 

Como de acuerdo con la construcción los vérticos del poliedro 
SPKQLR son puntos que yacen también on el plano secante PQR 
y en las aristas del cubo, el mencionado poliedro es la sección bus- 
cada. Como según el sentido del problema los puntos P, Q y Mi no 
yacen en esa misma recta, el problema tiene una sola solución. 

EsemPLO 2. Se han dado ol cubo ABCDA,B,C,D, y tales puntos 


P,QyR que AP=> 44, B,0=7B,C, y el punto R osel cen- 


troide de la cara DD,C,C. Construyamos la sección del cubo con el 
plano PQR. 

SOLUCION. Como en el anterior ejemplo, hallamos los puntos P, 
Q, y R, y mostramos que la representación es complota. Hallando la 
traza del plano secante (fig. 135, a) obtenemos la sección buscada. 

Examinemos en este ejemplo otro método de construcción de 
las secciones llamado método de proyección interna. Realicemos la 
construcción (fig. 135, b). 

Construimos las rectas PR y P,Ry. 

2) Hallamos el punto M, de intersección de P,Rt, y Q,D. 

3) Por el punto M, trazamos la recta m || AA. 

4) Hallamos el punto AY de intersección de las rectas m y PA. 

5) Hallamos el punto £ de intersección de QM y DDy. 

EJ punto F yace en el plano secante POR. Ev efecto, el punto M 
yace en la recta PR, es decir, M yace en el plano PQR. Pero, asi- 
mismo, el punto Q yace en el plano POH. Jisto significa que la rec- 
ta MQ yace en el plano PQR, pero, en tal caso, el punto /' de la 
recta MO también yace en el plano POR. Después de hallar el ouar- 
to punto perteneciente tanto al plano secante como al plano de la 
sección del cubo, la construcción se puede realizar del siguiento 
modo. 

6) Unimos los puntos P y £. 

7) Ballamos el punto £ de intersección de las rectas FR y CC, 
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8) Construyamos la recta QL. 
9) Hellamos el punto N do intersección de las rectas QL y 82. 
10) Hallamos el punto K de intersección de las rectas NP y 


B, 
191 

41) Unimos los puntos K y Q. 

El poliedro PKOLF obtenido es la sección buscada. 

Los métodos descritos más arriba de la traza del plano secante 
y de la proyección interior también se aplican al construir las seccio- 








la) 


nes de una pirámide. En este caso 
se efectúa la proyección central. 
En la fig. 136, a la sección de la 
pirámide con el plano POR so ha 
construido con ayuda de la traza 
XY del plano secante, mientras 
que en la fig. 136, b, mediante el 
método de la proyección interior. 
Los procedimientos para prefi- 
jar las secciones de los poliedros 
son los más diversos. P. ej., el pla- 
no secante puede ser dado con ayu- 
D da de dos puntos y cierta recta con 
6) la que la'sección dada es paralela 
Pig. 195 o perpendicular, con dos puntos y 
dl un plano con el que la sección da- 
da es paralela o perpendicular. 
esemrco 3. En la pirámide triangular regular SABC tracemos 
una sección paralela a la arista SB y que pasa por P y Q que son 
los puntos medios de la aristas AB y BC, respectivamente. 
soLucIóN. Sea el cuadrilátero SABC, con sus diagonales AC y 
SB, la representación de la pirámide dada (fig. 137). Ella es com- 
pleta. Con dos puntos P y Q y la recta SB se determina con plenitud 
el plano secante. De este modo, el problema de la construcción en 
esta representación es resoluble, 





$ 12. Secciones de poliedros 159 





Pasemos a la construcción de la sección. Para abreviar designe- 
mos el plano secante con f. Como el punto P yace en la arista AB 
él yace asimismo en-el plano ABC. De la misma forma, el punto Q 
yace en el plano AC. Pero los puntos P y Q también yacen en el 





Fig. 136 


plano secante f. Asf, pues, los planos P y ABC se cortan por la recta 
PQ. Bueno y, ahora, realicemos la construcción. 

1) Unamos los puntos P y Q. Como SB || P, el plano SAZ, que 
pasa por la arista $8, intersecará $ por la recta que pasa por P y es 
paralela a la arista SB. 

2) Por esta razón, en el plano SAB, por el punto P, trazamos 
la recta PK (1SB. 

3) De forma análoga construimos QM || SB. 

4) Unimos los puntos K y M. 

El cuadrilátero PKMQ satisface las condiciones del problema y, 
por Jo tanto, es Ja sección buscada. También os fácil cerciorarse de 
que la sección requerida existe, con la particularidad de que ella 
os sólo una. 





ONSERVACIÓN, La divorsidad de Jos procedimientos para prefijar el plano 
secante no pormito aplicar para la construcción do la sección cierto procedi- 
miento universal. P. ej., en los ejemplos 1 y 2 de este párrafo pullieron ser 
aplicados los métodos de la traza del plano secante y de la, proyocción interna. 
En ol ejemplo 3 ninguno de estos mótodos hubiera sido eficaz. 


Supongamos que con las condiciones del ejemplo 3, el lado de la 
baso de la pirámide es igual a a y la arista lateral, a 0: Hallemos el 
área de la sección. Con este fin, necesitaremos aclarar la forma de la 
sección (tipo del cuadrilátero PKMQ). Ahora p = 5; por lo tanto, 
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no es posible realizar al azar cualesquiera construcciones métricas 
en la representación que tenemos. Pero, todas las posteriores cons- 
trueciones son de posición. 

Como de acuerdo con la construcción PX ||SB y QM [1 SB, 
PK ||QM. Además, PK es la línea media del ASAB, es decir, 


PK = +$5B = $». Análogamente, QM = $0. Por esta razón, 
PK = QM y, entonces, el cuadrilátero PXMQ es un paralelogramo, 
con la particularidad de que PK =2, PQ =4. Para calcular ol 


área del paralelogramo, los da- 
tos de que disponemos son insu- 
ficientes, por ello precisamos 
la forma del  paralelogramo 
PKMQ. Construyamos BL, la 
modiana del AABC (somejante 
construcción no requiere el con- 
sumo de parámetros). 

El punto O, que es la base de 
la altura SO de la pirámide, yace 
enla mediana BL. Como OL 1 
1 AC y OL es la proyección del 
segmento SL en el plano ABC, 
SL 1 AC. Esto significa que 
AC LOL y AC _1 SL. Pero en 
tal caso AC_L SB. (Esto demues- 
tra que las aristas cruzadas de la pirámide triangular regular son 
perpendiculares entre sí.) p 

Después, ya que PQ | AC y PK |1SB, PQ 1 PK, osea, el para- 
lelogramo PKMO es un rectángulo. De este modo obtenemos 
Soxmo == 7. 

EJEMPLO 4. La baso de la pirámide SABC es el triángulo rectán- 
gulo ABC. La arista SA es perpendicular al plano de la base, SA = 
=AB =BC=4. Por el punto M la mitad dola arista 4B, perpendicu- 
lar a la arista SC, tracemos un plano secante y hallemos el área de 
la sección obtenida, 

SOLUCION, Sea el cuadrilátero SABC con sus diagonales SB y AC 
la representación de la pitámide dada (fig. 138). Ella es completa. 
Su número paramétrico p =5 (cerciórense de ello por su cuenta). 
Ahora, pasemos a la construcción de la sección. 

Realicémosla en dos otapas. Primero construyamos un plano se- 
cante auxiliar perpendicular a la arista SC que pasa por el vértico A. 
Después de esto, será fácil construir también el plano requerido 
como un plano paralelo al auxiliar que pasa por el punto M. 





Fig. 137 
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4) Construyan la mediana AD del triángulo SAB. Es ovidente 
que como en el triángulo SAB SA =AB, AD 1 SB. 

2) Construyan AZ _L SC. Ya que en la pirámido hemos consu- 
mido 5 parámetros, está claro que al tomar en SC el punto E al azar 
no podemos decir que AZ _1 SC. Operemos del modo siguiente. Del 
triángulo isósceles rectángulo ABC hallemos que AC = aYZ y del 
triángulo rectángulo SAC hallemos que, entonces, SC «= aY/3. Así 
pués, para que el segmento AE sea la representación de la perpondi- 
cular a la arista SC debo realizarso la siguiente igualdad: 


SA2—SE%= ACI CE? o bien a? —SE*=20*—(a /3— SEY, 





de dondo hallamos que SE=“Y%, es decir, SE:SC=1:3. 


De modo que en la arista SC construimos el punto E tal que 
SE: SC =1:3, a continuación, los puntos A y D se unen con el 
punto E. 

Demostremos que SC es perpendicular al plano ADE. Primero, 
de acuerdo con la construcción AZ _L SC y, segundo, como nos cer- 
cioraremos de inmediato, AD _L SC, 
En efecto, como SÁ es pespendicular 
al plano ABC, AR será la proyección 
de SB en el plano ABC. Pero AB _L 
1 BC, es decir también SB_1 BC. 
De forma que BC _L AB y BC_1_SB, 
lo que significa que BC_L AD o 
bien que ÁD _L BC.” Pero, además, 
AD _1 SB, lo que quiere decir que la 
recta AD,es perpendicular a cualquier 
recta que yazca en el plano SBC y, 
en particular, AD _L$C. Así, pues, 
hemos demostrado que SC es perpen- 
dicular al plano ADE. 

Pasemos ahora a la segunda etapa 
de construcción, 

3) En el plano SAB, por el punto M, trazamos MN || AD. 

4) En el plano SBC, por el punto Y, trazamos NL | DE. 

5) En el plano SAC, trazamos LK || AE. 

6) Trazamos MK. 

Es evidente, que como MN (1 4D y NL || DE y las rectas AD y 
DE determinan un plano, las rectas MN y NL asimismo determinan 
un plano. De modo que el cuadrilátero MNLK es plano. Además, de 
acuerdo con la construcción el plano MNL es paralelo al plano ADE, 
osea, el plano MNL es perpendicular a la arista SC. Así, la sección 
MNLX satisface las condiciones del problema. 

Ahora podemos pasar á la determinación de $ srwz, es decir, el 
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Fig. 138 
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área de la sección. Con el fin de calcularla, para empezar hallemos 
el tipo del cuadrilátero MNLK. Del triángulo rectángulo SAB, 


donde SA = AB = a, hallamos con facilidad que MN = LAD = 
=. Y 
= 2% 

Examinemos el triángulo SBC. En él ¿SBC=90%, SB= 
=aYÍ, BC=a, SC=0V3, A continuación, en ol triángulo SNZ 


si=258-YY% y NLIDE, poro DE1.SC (ya que SC es 


perpendicular al plano ADE), es decir, también NZ_1.5C. En tal 
caso, el ASLN eo ASBC, por lo que 42 =£%., de donde NL = 


E EE 
= E y 2h 80, do donde SE, 
Más adelante, ASAC co ACLK y, entonces, LA = ZE, de 
avi 


donde LK eu 21%, Y por fin, del triángulo AMX que es rectángulo, 


ya que SC es perpendicular al plano MNZ, o sea, SC ,1. MK y, 
claro está que también AC será la proyección de SC en el plano 
ABC, perpendicular a MX. Es asimismo evidente que MX = AM 


En tal caso, MK = e 
Así, pues, hemos caloulado todos los lados del cuadrilátero MNLK 
y obtenido que MN = MK y NL =NK. Entonces, AMNL = 


=AMIK y Suyix = 2Samrr- 
Pero MKLLÉ, es decir, 
es 

Susan = 2: MK-Lk = YE, 

Consideramos Jos problemas del 
segundo tipo. 

ssempLo s. La boso de un prisma 
recto, cuya altura es igual a1 cm, 
es un rombo con lados iguales a 2 cm 
y ángulo agudo de 30%. Por un 
Jado de la baso se traza un plano 
secante entre el cual y el plano do 














la base se forma un ángulo igual 
nd a 60%, Hallemos el área de la sec- 
ción, 


SOLUCION. Sea la figura ABCDA,B,C,D, la representación dol 
prisma dado (fig. 139). Ella es completa. Su número paramétrico 
p =5'(calculen esto por su cuenta), 

Como en este ejemplo la construcción de la sección es un problema 
métrico y p == 5, habiendo tomado al azar enla recta DD, el punto M 
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y en la recta CC,, ol punto La (claro está, tales que ME || 4B), no se 
puede afirmar que el cuadrilátero AMLE es la represeritación de la 
sección prefijada. No obstante, si conociéramos la posición del punto 
M de intersección del. plano secante con la-arista DD, podríamos 
construir con facilidad la representación de la sección. 

Si del punto D bajamos la perpendicular DX a la arista AB, en 
el triángulo. rectángulo ADK obtenido, tendremos: AD =2 cm, 
DK = 1 cm y, por lo tanto, AK = Y 3 om. Así, pues, para construir 
DK 1. AB debemos elegir el punto K de manora que. se cumpla, la 
igualdad AK: AB =VY3:2. 

Semejante construcción puede realizarso, p. ej., así. Construyamos 


un ángulo rectángulo auxiliar con la hipotenusa AB y catoto y AB. 
Entonces, el segundo cateto será igual a 2 48, Como 


¡AB= 2, AK puede tomarse igual a la longitud del segundo 
cateto del triángulo auxiliar. 

Más adelante, como la arista DD, es perpendicular al plano ABC, 
con cualquier posición dél punto M en la arista DD, el segmento DK 
será la proyección del segmento MX en el plano ABC, es decir, 
ZMKD será el ángulo lineal del diedro en la arista AB. 

Si el punto M4 es tal que ZMXD == 60”, en ol triángulo rectún- 
gulo MKD DK =1 cm, MK = 2 cm, MD = Y 3 cm. Así, pues, 
al construir el punto 7, hay que tomar en consideración la igualdad 
MD : DD, = Y 3 : 1. Podemos, p. cj., realizar la construcción del 
punto M-del modo siguiente. Construyamos el triángulo rectángulo 
auxiliar con un cateto igual a DD, y la hipotenusa, a 2DD,. Enton- 
ces, la longitud del_cateto será igual a Y3DD;,.. Pero como 
Y 3DD, : DD, == Y 3: 1, MD se puede tomar igual a la longitud del 
segundo cateto del triángulo auxiliar. 

Después de construir el punto M, tracomos ML || 4B, donde el 
punto L yace en la arista CC,. Habiendo construido la recta AM, 
hallamos el purito Q de intersección de las rectas AM y AD, y, 
de forma análoga, hallamos el punto P. El cuadrilátero AQPB es 
la representación de la sección dada. Calculemos S agp p- 

Es evidente que el cuadrilátero AQPB es un paralelogramo. Como 
MK 1 AB, NK es la altura del paralelogramo, donde N es el punto 
de intersección delas rectas MK y PQ. Así, pues, Saqpn=AB XNK. 
Hallemos NX. En el triángulo rectángulo MDX, tenomos: MK =2cm, 


MD= V3om. Esfácil demostrar que DK || D¿N, osdecir, PA =MP 
DDy 
y3 


o bien 2 = Y, do donde NX=2Y5 cm. Así, pues, Saopa = 
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EnemPLO 6, En una pirámide triangular regular se ha trazado una 
sección por la línea media de la cara lateral, paralela a la arista 
lateral y por el vértice de la base do la pirámide que no yace en la 
mencionada cara. Determinemos el ángulo de inclinación del plano 
de la sección con relación al plano de Sa base si sabemos que el án- 
gulo en la arista lateral de Ja pirámide y el plano de su base es igual 
a. 

SOLUCION. Sea el cuadrilátero SABC con sus diagonales la repre- 
sentación de la pirámide dada (fig. 140). Ella es completa y su nú- 
mero paramétrico p = 5. Construyamos K y £ que son los puntos 
medios de las aristas BC y SB y, a 
continuación el AAEK, la represen- 
tación de la sección prefijada de la 
pirámide (estas construcciones no 
provocan el consumo de parámo- 
tros). 

Como SO os la altura de la pirá- 
mide, 45C0O es igual al ángulo entre 
la arista lateral y el plano de la ba- 
se, es decir, ZSCO = «a. Es preciso 
hallar el ángulo diedro formado por 
el plano secante AEK y el plano de 
la base. Denominémoslo ZAK. 

Con el fin de hallar el ángulo 
diedro buscado hay que construir 
y determinar su ángulo lineal. Ya que p = 5, en la representación 
que tenemos no se pueden realizar al azar ninguna clase de construe- 
ciones métricas. Es preciso construir la representación de dos per- 
pendiculares a la arista del ángulo diedro. Realicemos la construc- 
ción necesaria del modo siguiente. 

Construyamos OB y, en el plano SOB, EF || SO. Entonces, como 
50 os perpendicular al plano ABC, asimismo EF será perpendicu- 
lar a eso mismo plano, por lo que EF _L OB. Como AK es la mediana 
del triángulo equilátero ABC, BC 1 4K. Tracemos FL-I| BC y, 
entonces, ML .L AK. Por fin, construyamos EL. Así, pues, AK _L 
AL FL y AK.L EF. Pero, en tal caso, AX L EL, osea, LELF 
es el ángulo lineal del diedro que buscamos. Hagamos LELF = x. 
Para determinar z introducimos el parámetro auxiliar AB = a, 
Ahora, hallemos EF y PL. 

Como £K es la línea media del ASBC, BE = SE. Pero de acuer- 
do con la construcción EF || $0, Por lo tanto, EF es la línea media 


del ASOB y, por ello, EF =-50. Del triángulo rectángulo SOC 
2 


hallamos que SO == CO tg a, donde CO = 2.0 = Y, 


av3 
6 





Fig. 140 


Así, pues, EF= tga. Más adelanto, hallamos, que FL= 
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=2V3 


3" ga, y por lo 











1 1 
=$ BK=-a. De manera que tg2= 
tanto, z=arctg (ue tea). 


OBSERVACION. En el ejemplo quo hemos estudiado, a primera vista, puede 
parecer que la construcción del ángulo lincal del diedro buscado hubiera sido 
conveniente realizarla así (hagan esto por'au catonta): 1) OM 1 BC; 2) SM, 3) 
P es el punto de intersección de SM y AZ, 4) OF, En efecto, cor semejante cons- 
trucción Z.POM es el ángulo lineal del diedro formado por los planos A£K 
y ABC. Poro los intentos de determinar 2POM empleando tal construcción 
tropieza con considerables dificultados. 


En ciertas ocasiones también se tropioza con la necesidad de cons- 
truir. la sección al resolver problemas, en cuyo planteamiento nada 
se dico acerca de la sección (véase el 
ejomplo 2 en el $ 10). En algunos casos, 
la construcción .de..la- sección, en prin: 
cipio, no es necesaria, no obstante con 
su ayuda la solución del 'prohlema puedo 
ser simplificada, 

esempLo 7. Una arista de la pirá- 
mide triangular es igual a a, mientras 
que cada una de las restantes, a b. Halle- 
mos el volumen de la pirámide. 

SOLUCION. Sin detenernos en la coms- 
trucción de la representación (fig. 144) 
y las otras etapas de la resolución, seña- Fig. 141 
lemos que si resolvemos este ejemplo 
empleando la fórmula V += Spagell, al determinar, la altura 
sería necesario realizar cálculos bastante complicados. Operemos de 
otro modo. Construyamos la sección de la pirámide con un plano 
que pasa por la arista AB perpendicular a SC. Si AB = a, onton- 
cos: Saro SM +5 Sor CM =p Saamm SC ES panm- 

(Señalemos que la construcción de In sección on el caso dado os 
un problema de posición, ya que los ASAC y ASBC son equiláto- 
ros, es decir, las medianas AM y BM son la representación de las 
perpendiculares a la arista SC, por lo que el A 48M es asimismo la 
representación de la sección perpendicular a la arista 5C.) 


Como Saapm=-5 AB-MD, dondo MD es la mediana del trián- 








gulo isóscoles ABM, on ol que AM=BM=2YÍ, Saapy= 
F V3M=2E, Por lo tanto, V=Ex 
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PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


724. En el cubo ABCDA,B/C,D,, cuya arista es igual a a, F es el punto 
medio de la arista D,C,. Hallen la distancia desdo los puntos Ay, A y C, hasta 
el plano que pasa por los puntos B, F y D. 
725, Por la diagonal de la base inferior de un cubo, cuya arista es igual 
4 a, y por el punto medio de uno de los lados do la base superior so traza un 
plaho secante. Hallen la distancia dosde el centro del cubo hasta dicho plano. 
726, En una pirámido cuadrangular regular tracen un paa, por la diago- 
nal de la baso paralelo a la arista lateral. Hallen el área de la sección obtenida 
si los lados de la baso y las aristas lateralos son iguales a a y b, respectivamente. 
727, Cada una de las aristas de una pirámido cuadrangular regular os 
igual a a. Construvan la sección de la pirámido con un plano que pasa por los 
juntos medios do dos lados adyacentes de la base y el punto medio de la altura. 
allen ol árca de esta sección. 
728. En wa prisma hexagonal regular las caras lateralos son cuadrados, 
cuyos lados són iguales a a. Construyan la sección del prisma con un plano que 
pasa por un ad dela base inforior y por ol lado opuosio  órto e a base superior, 
hallen el área de Ja sección, 
729, En un paralelopípedo recto el ángulo agudo de la base es igual a «. 
La sección dol paralelopipedo, trazada por un lado de la base, cuya longitud 
es igual a a, y la arista opuesta a él tieno un área igual a S E forma con el 
plano de 1 se un ángulo igual a 90 — a, Hallen la longitud del otro lado 





a altura de un prisma triangular regular os igual a 7. Por una de 
las aristas de la base y ol vértice opuesto de la otra baso se ha trazado un pla- 
no. Hallen el área del triángulo obtenido en la sección si su ángulo en el indí- 
cado vértice del prisma es igual a 20. 

731. En el cubo ABCDA,B,C,D, por P y Q, que son los puntos medios de 
las aristas AB y AD, y el vértice C, se traza un plano secante. Hallen la dis- 
tancia desde el vértico C hasta el plano secante si la arista del cubo es igual 
ESA 

732. El plano secante pasa por el vértice A de la base del cubo 
ABCDA,B,C,D, y por P y Q que son los puntos medios de las aristas B,C, y 
CD, vespectivomento. Hallen el área de la sección si la arista del cubo es igual 
aa 





133. El plano secante pasa por el punto K, Lomado en la arista AA, del 
cubo ABCDA,B,C,Dy, y por P y Q que son los puntos medios de las aristas 
BC, y C,D,, respectivamente. Mallen el área de la sección sí la arista del cubo 
es igual a ay AR: KA, =1:2, sl 

734. El plano secante pasa por ? y Q que son los puntos medios de las aris- 
tas 441 y CC. respectivamente, del prisma ariangular regular 48CA,BC y 
y el punto D tomado en la arista lateral 38, de modo que B,D : DB ="3% 2. 
Halien el área de la sección sí cada arista del prisma es igual a a. 

735, La] baso de wna pirómido, cada una de cuyos arístas es igual a 
aV3, es el rectángulo ABCD con lados iguales a a y 2a, Construyan la 
secelón de la pirámide con un plano que pasa por Ja diagonal 1D de la base 
paralelo a Jd arista lateral SA. Hallen ol área de la sección. 

736, La baso inferior de un prisma es el rombo ADBCD, en enyo vértice ol 
ángulo es ighal a 00%, El vértico de la baso superior A, es equidistante do los 
vértices A, B y D, la arista AA, == j y forma con ol plano de la base ol ángulo a. 
Construyan la sección del prisma con un plano que pasa por la diagonal A,C 
paralelo a Já diagonal 2. Hallen el área de la sección. 

(37. 1 baso de una pirámido es un triángulo isósceles con lado igual a 
a, El ángulo| de la baso de la pirámido es igual a a: y cada arista lateral es obli- 
cua al plano de la base bajo el ángulo $. Construyan la sección do la pirámido con 
un plano qué-pasa por la altura de ésta y el vértice de uno de los ángulos igual 
a 02. Halen el área de lu sección, 
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738. En un tetraedro regular se han trazado dós secciones, cada una de las 
cuales es paralela a Jas aristas AB y SC. El área de la parte de la cara SAC sí- 
tuada entre los planos secantes es S cm* mayor que el área de la parte de la cara 
SAB quo se encuentra entro dichos planos. ¿Cuántas voces el área de una sección 
es mayor que la de la otra? 

730, Bl" área de la base qo un narntolopívado rectangular os iguel o 5. 
Por el vértico 4, de la base superior 4,B,C,D, se traza un plano quo interseca 
las aristas B8,, CC, y DD, on los puntos Ba, C, y Da, respoctivamente, Halle- 
'mos el volumen de la parto del paralelepípedo quo está situada debajo del pla- 
ho secante al sabemos que CC == e y la altura del paralelopípodo es igual a 4. 
29 2740, La baso do la pirámido SABCD es ol rombo ABCD en ol que AC »= a, 
'BD = b. La arista lateral SA, cuya longitud es igual a <, es perpondicular al 
plano dea baso. Por. punto 4, y el punto medio do la arista, 5€ tacon un pla- 
ho paralolo a la diagonal BD. Hallon ol área do la sección obtenida. 

741. El lado de la baso de una, pirámide cuadrangular regular es igual a 
a. Por un lado de la base y el punto medio de la arista latoral, que con ella se 
Sruza, so traza una sección. Hallen la distancia desde ol plano de la socción hasta 
el vértico de la pirámide si su altura os igual a 4. 

742. En un prisma triangular regular, por uno do los lados de la base, 
se traza un plano que con el de la baso lorma ol ángulo a. Hallon el área de la 
sección triangular obtenida si sabemos que el lado do la base os igual a a. 

743. El ángulo entre la cara lateral de una pirámido cuadrangular rogular 
y el plano de su base es igual a a, La apotema de la cara lateral es igual a a. 
Por uno de los lados de la baso so traza una sección de la pirámido quo forma 
<on el plano de la base el ángulo $. Hallen ol área do dicha sección 

Sal. El lado de la base de una pirámide cuadrangular regular es igual a 
a. El ángulo entro la arista lateral y la altura de la pirámide es igual a 30”. 
Construir la sección de la pirámido con un plano que pres por ol vértice de la 
base perpendicularmente a la arista opuesta. Hallon el área do la sección, 

745. La base de un prisma os el cuadrado ABCD, cuyos vértices se encuen- 
tran a la misma distancia del vértice A, de la base superior, AA, = a, el ángulo 
entre la arista lateral 44, y ol plano de la base es igual a 60%. Construyan la 
sección del prisma con un plano perpendicular a la arísta AA, y que pasa por el 
vértice C. Hallen el área de la sección. 

746. En una pirámido triangular regular ol lado do la baso es igual a a. 
El ángulo entre las aristas adyacentes es igual a 2x. Construyan la sección de la 
pirámido con un plano, perpendicular a la arista lateral opuesta, que pasa por 
"uno de los lados de la baso, allen el ároa de la sección, 

747. En una pirámido triangular regular, por la arísta de la baso de longi- 
tud a, so traza una socción perpendicular a la arista Interal opuesta, Hallen el 
área de la superficio de la pirámide si el plano secante divide la arista latorol 
en la razón m;n. 

748. En la pirámido triangular SABC la arista SA es pernendicular al 
plano ABC, AC = BC = a, AS = AB = a/2: Por el punto medio do la arista 
UC se ha trazado un plano perpendicular a la arista $8. Hallon la distancia 
“desde el vórtico A hasta dicho plano. 

749. En el cubo ABCDA,B,C,D, construyan la sección quo pasa por el 
punto B, por M y K que son los puntos medios de las aristas CC, y AD, respocti- 
vamente. Hallen el ángulo diedro entro ol plano do la sección y el plano ABC. 

750. Construyan la sección del paralolepípedo rectangular ABCDA,CByD, 
con tn PIDO que pasa por el vértico A, ol punto modio de Ja arista CD y el 
centroldo de la cara £CC,B,. Hallon ol ángulo diodro entro el plano de la 'soc- 
ción y el plano ABCD si AB: AD: AA, =2:3:4, 

751. Construyan la socción dol prisma rectangular regular ABCA,B,C, 
con un plano que pasa por el vértice A, por K y M quo son los puntos medios 
de las aristas BB, y CC), respectivamente, si CM: CM =1:2y AB: BB, = 

: 3. Hallen el ángulo diedro ontre el plano de la sección y el plano ABC. 
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752. Construyan la sección de la pirámide cuadrangular regular SABCD 
(S es el vértice) con un plano que pasa por el punto A, por P, que es ol punto 
medio de la altura SO, y el punto X de la arista SD sí SK: KD=2:1 
y 02 q,8D- Hallen el ángulo diedro entre el plano de la sección y el plano 

lo la base, 

753. El ángulo entro la arista lateral y el plano de la base do la pirámide 
triangular regular SALC ($ es el vértice) es igual a o. Consteuyon 14 sección 
de esta pirámide con un plano que pasa por el punto A, P, que es el punto 
fúedio dl Ta'altura 50 y el punto £ en la apdiemo SÓ de la car SAC al 
SK: KD = 2; 4, Mullen el ángulo diedro entre e) plano de la sección y el do 
la base de Ja pirámide. 

754. Un prisma cuadrangular regular está cortado con un plano de forma 
que en la sección so ha obtonido un rombo, cuyo ángulo es igual a 2a. Hallen 
el ángulo diedro entre ol plano secante y cl de la baso dol prisma 

755, La baso do una pirámide es un triángulo isósceles on el que el ángulo 
entre los lados Iguales es igual a a. Cada arista latoral de la pirámide es obli- 
cua con relación al plano de Ja base bajo un ángulo igual a B. En esta pirá 
mido se traza un plano secante que pasa por la altura de la pirámido y por el 
vértice del ángulo igual a a. Mallon la razón entre el área dela socción obte- 
nido y el área de la base de la pirámide. 

756. La base de un paralelepípedo oblicuo cs el rombo ABCD en el que 
ZBAD = 60%. Coda orista lateral del paralelepípedo forma con el plano de 
la base un ángulo jgual a 60%, mientras que el plano A4,C,C es perpendicular 
a €l. Hallen la razón entre el áreu de la sección 43,D,D y de la sección AA,C,C. 

757. La base de un paralelepípedo recta es un paralelogramo, entre cuyos 
lados la razón es AD : BC = 1: 2 y el ángulo en el vértice B es igual a 420. 
Por el punto D y el vértice opuesto de la base superior ha de trazarse un plano 
sccante paralelo a la diagonal AC. Hallen el ángulo formado por este plano 
con el plano de la base si la razón entre la altura del paralelepípedo y el lado 
menor de Ja base es igual a /3: 1. 

758. La base de una pirámide es el rectángulo ABCD, en tanto que la 
altura de la pirámide se proyecta en el vértico 8 de la baso. AB: AD: SB = 
=2:3:5, Por la diagonal BD se traza un plano paralelo a una de las aristas 
de la pirámide que no corta la diagonal BD Hallen el ángulo de inclinación 
entre el plano secante y el plano de la base de la pirámi 

759. Una pirámido triangular regulor está cortada por un plano que pasa 
jor el vértice de la base y los puntos medios de dos aristas laterales. Halen 
a razón entro las áreas de la superticio lateral de la pirámido y del plano de 
ln baso +) sabemos que el plano secante es perpendicular a una do los caras la- 
terales, 

760. En un prisma cuadrangular regular se han trazado dos secciones pa- 
ralelas entre sí: una pasa por los puntos medios de dos lados adyacentes de la 
base y ol guna medio del ejo de simotría del prisma, la otra divido el eje en la 
razón 1 : 3. Hallen la razón entre las áreas de la primera y sogunda secciones. 

761. La base de una pirámido es un mgulo regular con lado a. Una 
de las caras de Ja pirámide es perpendicular al plano de la baso y ollo es un 
triángulo isóscoles con lado lateral igual ú b. Hallen el área do Ja sección do 
la: pirámide que es un cuadrado, 

762, Un plano secante divide por la mitad el ángulo diedro de la base 
de vna pirámide cuadrangular, Hallen el área de la sección si el lado de la base 
de la pirámide es igual a a y el ángulo diedro en la buso es igual a 2a. 
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saemnzo +. La base del prisma ARBCA¡B,C, es un triángulo en el 
que AB = AC y ZACB == u. También sabemos que D es el punto 
medio de la arista AÁ,, ZDCA = f y CD == b. Hallemos el área 
Jateral del prisma. 

SOLUCION. Sea la figura ABCA,B,C, (fig. 142) la representación 
del prisma dado. Ella es completa. Calculemos su número paramétri- 
co. Suponiendo que AB y AC son las representaciones de segmentos 
iguales, consumimos un parámetro; considerando ZACB la. repre- 
sentación de un ángulo igual en el original a a, consumimos un pará- 
metro más; si consideramos que el segmento 44, es la representa- 
ción de la perpendicular al plano ABC, consumimos dos parámetros 
y, por fin, suponiendo que ZDCA es la representación de un ángulo 
que en el original es igual a f, consumimos otro parámetro. ÁsÍ, 
pues, el número paramótrico de la representación que analizamos 
p=5. 

Vamos a considerar que CD == b (con ollo, no consumimos nuevos 
parámetros). Ahora podemos efectuar los cálenlos necesarios. Como 
ABCA,B,C, es un prisma recto, Si = P-ZT, dondo P =24C + 
+ BC, H = A4; y el AACD es rectángulo. AC = b cos P, AD = 
= b sen P, ya que AÁ, = 24D, entonces AA, = 2b sen f. 

Construyamos AE, es decir, la mediana del AABC, es evidente 
que AE _L BC. Del AACE rectángulo, hallamos: CE = AC cos a = 
= b cos B cos a. Entonces BC = 2b cos a cos P. 

Así, pues, Sis = (2b cos B + 2b cos cos P) 2b sen PB = 


= 4b? cos P (1 + cos a) sen P = 45? sen 28 cos* $. 





Do modo que Sia = 40? sen 28 cos* $. 


FormpLo 2, La base do una pirámide es un triángulo equilátero 
con lado igual a a. Una de las caras laterales, perpendicular al plano 
de la base, también es un triángulo equilátero. Hallen ol área lateral 
de la pirámide. 

SOLUCION. Sea el cuadrilátero SAC con sus diagonales la repre- 
sentación de la pirámide dada (fig. 143). Ella es completa, su número 
paramétrico p = 5 (el AABC es la ropresentación do un triángulo 
equilátero, es decir, dos parámetros, el ASBC, la representación de 
un triángulo equilátero, es decir, dos parámetros, el ángulo diedro 
de la arista BC, la representación de un ángulo recto diedro, o sea, 
un parámetro). 

Como la pirámide no es regular, hallemos el área de su superficie 
lateral como la suma de las áreas de las caras laterales Sia = 
= Sasan + Sasac + Sagnc- Pero el ASAB = ASAC (por tres 
lados), es decir, Si =2Sasan + Sosnc. Más adelante, sí SK 


esla altura del ASAB, Sagan =$ AB:SK. 
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Como sabemos, la construcción de una perpendicular a una recta, 
en el caso general, es métrica, En ol ejemplo que estudiamos esta 
construcción ha de realizarse on una representación defínida métricas 
mente, es decir, habiendo tomado al azar en el lado AB el punto K 





Fig. 142 Fig. 143 


mo Podemos considerar que SK es la representación de la perpendicu- 
ar AB. 

Construyamos SK del modo siguiente: 

1) Construyamos SD que es la mediana del ASBC. 

2) Construyamos CM que es mediana del AABC. 

3) Por el punto D tracemos DK || CM. 

4) Unamos los puntos S y K. 

Como SD es la mediana del triángulo equilátero SBC, SD _L BC. 
Pero el plano 53€ es perpendicular al plano ABC. Entonces, SD es 
perpendicular al plano ABC y, por lo tanto, DK será la proyección 
del nepuana SK en el plano ABC. Pero DK || CM y CM es la modia- 
na del AABC equilátero, es decir, CM LAB y, por ello, DK _L 
LAB, es decir, y SK 1 AB. Del ASDK rectángulo, tenemos: 


Pa 3 
SK=VSDFDE, dondo sD="Y2, Dr=Lom= M4, 





Así, pues, SK=“ E. Obtenomos: Sasan= EV 15 y Sasno = 


LYE, por esta razón SE (V134V3). 

EJEMPLO 3. La baso de una pirámide es un trapecio isósceles, cuyos 
lados paralelos son iguales a a y b (a > b). Cada cara lateral es obli- 
cua a la base bajo un ángulo igual a a. Hallen el área total de la 
pirámide. ' 
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SOLUCION. Sea la figura SABCD (fig. 144) la representación de la 
pirámide dada. Ella es completa. Hallemos su número paramétrico. 
El cuadrilátero ABCD es la representación del trapecio isósceles 
prefijado (dos parámetros), SO, la representación de la perpendicular 
al plano ABC (dos parámetros). Consideremos que AB, BC, ¿CD 
y ZAD son las representaciones de los ángulos diedros, todos los 
cuales son iguales a a: en el original, 
consumimos sólo un parámetro. 

En efecto, supongamos que los 
segmentos OM y OL son las re- 
presentaciones de las perpendicu- 
lares a los lados AD y DC del 
trapecio, respectivamente, Enton- 
ces estará claro que los segmentos 
SM y SL serán las ropresentacio- 
nes de las perpendiculares a esos y 
mismos lados AD y DC, respecti- 
vamente, Por está razón, los ángulos Fig. 144 
SMO y SLO serán, respectiva- 
mente, las representaciones de los 
ángulos lineales de los diedros AD y DC. Pero, entonces, los triángu- 
los SMO y SLO serán las representaciones de iguales triángulos, 
mientras que los segmentos OM y OL, las de iguales segmentos en el 
original. Del mismo modo si ON y OK son las representaciones de 
las perpendiculares a los lados BC y AB, entonces ÓN y OK serán 
las de segmentos, cuyos originales tienen Ja misma largura que el 
segmento OM en el original. 

Así, pues, O es la representación de un punto equidistante de 
todos los lados del trapecio. De otra forma: el punto O es la represen- 
tación del centro de la circunferencia inscrita en el trapecio ABCD. 
Esto significa, primero, que M y N son los puntos medios de las 
bases AD y BC del trapocio y, segundo, que DM y DL son la re- 
presentación de segmentos iguales en el original y que CN y CL 
también son segmentos iguales. Pero, entonces, DM: CN = 
=DL:CL. Y como DM: CN=3 q» *s decir, DM: CN = 
= 2: b, tendremos que, asimismo, DL: CL = a: b, Por analogía, 
AK:BK=a:b. 

De modo que para la construcción de las perpendiculares OM, 
OL, ON y OK a los lados del trapecio no se consumen parámetros. 
Esto significa, p. ej., que considerando que 4.5 MO es la representa. 
ción de un ángulo que en el original es igual a «+, consumimos sólo 
un parámetro y, a continuación, suponiendo que los ángulos SLO, 
SNO y SKO también son iguales a a, ya no consumimos parámetros. 

Por consiguiente, para representar la pirámide dada se han con- 
sumido cinco parámetros. 
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Ahora calculemos $.,, es decir, el área total de la pirámide. Teno- 
mos: Si = Sin + Sagco: Dela igualdad de los triángulos rectángu- 
los SMO, SLO, SNO y SKO se desprende que SM = SL = SN = 


=SK. — Entonces, Si =-+ (4D +CD + BC + AB) SM = 
=4 (a +b-+20D) SM. Pero DL=DM=% y CL =CN = 
= > es decir, CD = =n 

Construyamos CP 1 MN. Entonces CP.1 AD. Del triángulo 
rectángulo CDP, donde CD= ad y DP=-52, hallamos: 
e VEAS 








=V ab. Poro, MN=CP y OM=0N, 


es decir, OM =<CP. Por lo tano, OM=--/2D. Del triángulo 


rectángulo SOM, tenemos: SM=-L- 


Va 
Zcosa * 





Así, pues, 





1 v ab 2 
Sa Fla+0+ (0409) UE, CEDVD Más adelamo, 


Sanco==L (ab) V 25, De forma que Si SD VA 


(041) Vb cost 
E cosa 


ENEMPLO 4. Un triángulo regular cuyo lado es igual a a gira en 
torno a un eje exterior paralelo a su altura y distanciado de él a 2 a. 


Hallemos el área de la superficie del sólido de revolución obtenido. 

soLución, Como el eje de rotación 1, es paralelo a la altura dol 
triángulo, 6l es también paralelo al plano de la figura y, por ello, 
la sección del sólido de revolución prefijado con el plano que pasa 
por ly será la figura W, constituida por un par de triángulos regula= 
res simétricos con relación a Ly. 

Esto quiere decir, que en el ejemplo que consideramos podemos 
limitarnos a la representación do una figura plana en lugar de repre- 
sentar un sólido de revolución bastante complicado, es decir, es 
posible construir la representación de la indicada figura Dy (con 
precisión hasta la semejanza). Además, pora resolver el problema 
incluso podemos limítarnos á la representación del eje l, y sólo de 
uno de los triángulos obtenidos en la sección del sólido de revolución 
dado en el plano que pasa por lo (fig. 145). Así, pues, el AABC es 
regular, AB = a, AD es la altura del AABC, ¿| AD, DP 11, 


DP = %% y os preciso hallar ol área de la superficie del sólido de 
revolución. Designemos el área buscada con Sapo. 
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Designemos también las áreas de las superficies formadas por la 
rotación de los segmentos 4B, AC y BC' alrededor del eje 1 con 
Sam Sac Y Sac respectivamente. Entonces, Sano =San + 
EN 

Tónemos: San =1 (BP + AQ) AB. Pero BP = BD + DP »= 
=2a, AQ=DP= La, AB =a. Así, pues, Sap= q aa. Por 
analogía, Sac =x1 (CP + AQ) AC = $ na. Más adolanto, S yc = 
= n8P? — ACP? = n (da? — a) = Ina. De modo que Sapo = 
= 9na. 

OBSERVACIÓN. El área buscada so hubiera podido calcular do forma algo más 
sencilla si hubiéramos hecho uso del primer teorema do Guldin, de acuerdo 


con el que S = P2xR, donde P es el perímetro do la figura que gira alredodor 
del ojo, R, la distancia desde el centroido do dicha figura hasta el eje de rota- 


ción. En el ejemplo que homos considorado P =3a, A = 5 as 
EsemPLO 5. En una pirámide cuadrangular regular el ángulo 
entre las caras laterales adyacentes es igual a 20, Hallemos la razón 
entre el área de la sección diagonal de la pirámide y su área lateral. 
soLuCION. Sea la figura SABCD la representación de la pirámide 
dada (fig. 146). Ella es completa, su número paramétrico p =5 








t 
A 
¡2 
E 
A 
Fig. 145 Fig. 146 


(cerciórenso de esto por su cuenta). Así, pues, el ángulo diedro on la 
arista SC, es decir, 28C «== 20. Hay que hallar la razón Sagao * 


rage 

Con el fin de realizar los cálculos necesarios construyamos, prime- 
ro, la representación del ángulo lineal, p. ej., en la arista latoral SC. 
Para ello, es preciso bajar una perpendicular del punto D a la arista 


Sea DK la representación de la perpendicular a la arista SC. 
De esto modo, en la representación se ha consumido un parámetro 
más y, ahora, tropezamos con la llamada representación definida 
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con exceso (pero cierta). A constinuación, construyamos BK y OK. 
Entonces, Z.BKD será el ángulo lineal del diedro SC y, por consi- 
guiente, ZBKD = 2. Es fácil demostrar que BX =DXK y, por 
ello, OK, que es la mediana del triángulo BDK, será asimismo su 
bisectriz y altura. Así, pues, ZDKO = a. 

Ahora, soñalemos que Sasac=2Sas0c=OK:SC y Su= 
=4S 7 scp=2DK+SC. Do esta manera, Se 
dol triángulo rectángulo ODK tenomos: JA>=00s0 y, ontonces, 


gosac _ cosa 
obtenemos; a E 
ErempLo 9. En una pirámide cuadrangular regular el plano se- 
cante, trazado por un lado de la base, divide por la mitad la super- 
fície lateral y el ángulo diedro en 
la arista de la base, Hallemos el 
ángulo entre la cara lateral y el 
plano de la base. 
soLución. Sea la figura SABCD 
(fig. 147) la ropresentación de la 
pirámide dada. Ella es completa. 
Su número paramétrico p=4 
(calcúlenlo por su cuenta). En la 
pirámide se da una sección que 
satisface las condiciones métricas. 
Calculemos cómo se consumen los 
parámetros al representar dicha 
sección. Ante todo, señalemos que 
como la sección pasa por una arista de la base (sea por la arista AD), 
debido a que AD [| BC, AD será también paralela al plano S£C. 
Entonces, el plano secante corta la cara SBC por PQ (PQ || AD). 
A continuación, realicemos algunas construcciones más, tales como: 
construyamos M que es el punto medio del segmento PQ, tracemos 
la recta SM y marquemos el punto M de intersección de las rectas 
SM y BC. Es ovidente que BX == CX. Construyamos, además, la 
recta KO y el punto N de intersección de las rectas OK y AD. Como 
OK | AB, N es el punto medio de la arista AD. Ahora, construimos 
SN y NM. Como N es el punto medio de la arista AD, ON 1 AD. 
Pero ON es la proyección del segmento SN en el plano ABC. Por 
consiguiente, SN _L AD. Pero, entonces, LSNK es el ángulo lineal 
de aquel ángulo diedro en la arista AD, una de cuyas aristas pasa 
por el punto S y la otra, por K. Designomos este ángulo diedro de 
la siguiente forma: ZSADK. Así, pues, LSNK es el ángulo lineal 
del diedro SADK. Considerando NM la representación de la biseo- 
triz del ángulo SNX, suponemos simultáneamente que el plano 


Pero 











Pig. 147 
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APQD divide por la mitad el ángulo SADK, lo que corresponde al 
planteamiento del problema. Tomando NM como la representación 
de la bisectriz de £SNK, para la representación consumimos un 
parámetro más. Esto significa que ahora ya hemos consumido los 
cinco parámetros. Además, todavía no hemos tenido en cuenta que 
el plano secante divide por la mitad la superficie lateral de la pirá- 
mide. Como veremos más adelanto, la suposición de que el plano 
bisectriz APQD es la representación del plano que divide por la 
mitad el área de la superficie lateral de la pirámide, conduce a la 
suposición de que AD: SM = Y 2: 1. Esto significa que en la 
representación so consume un parámetro más (el sexto). Claro está 
que la revelación de este hecho podría no haberse aplazado, sino 
realizarlo de inmediato al construir la representación. Sin embargo, 
por razonamientos metodológicos sólo lo Dareinos en el proceso de la 
resolución y vamos a resolver este ejemplo lo mismo que el anterior, 
en una represontación definida con exceso. Pero, a diferencia del 
anterior ejemplo, aquí la representación puede ser tomada al prin- 
cipio «salgo incierta», lo que no se refleja en los posteriores cálculos 
y, después de descubrir la dependencia AD : SN =Y/2: 1, dicha 
representación puede ser ya realizada de tal forma que para ella se 
consumirán exactamente cinco parámetros.) 

Así, pues, vamos a resolver un ejemplo en una representación para 
la que p = 6. Al pasar a los cálculos necesarios señalemos que como 
la pirámide es regular, los ángulos diedros en las aristas son iguales. 
Por esta razón, es indiferente cuál de estos ángulos hallamos. Es 
evidente, que es"conveniente buscar el ángulo diedro en la arista 
AD, ya que por ésta pasa el plano secante. Ya hemos demostrado 
que ZSNK es el ángulo lineal del diedro SADK buscado. Hagamos 
LSNK = x. En la arista AD se han formado dos ángulos diedros 
más: las aristas de uno de ellos pasan por los puntos S y M, del 
otro, por K y M. El primero de ellos es ZSADM, el "segundo, 
ZMADK. El ángulo lineal del primero es £$NM y del segundo, 
LMNK! 

Como el plano secante divide por la mitad ZSADK, LSADM = 
+= ZMADK y, entonces, asimismo, LSNM = ZMNK, con la 


particularidad de que cada uno de.estos ángulos es igual a $. 


Ahora, introduzcamos un parámotro auxiliar, haciendo el lado 
de la base igual a a. Dol planteamiento se desprendo que 


Sagan 284 son+284 sro=284 pac +S pac: (1) 


Calculemos todas las"áreas que entran en la igualdad (1). Para 
abroviar, hagamos la longitud de la apotema do la cara lateral igual 
al 


1) Sasan=-=F dl. 
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2) Del ASON rectángulo tenemos: cosz==>7. Más adelante, 








a 
( MAME SI, E 
SM SN 1 de donde MK == ; 
MNR dl ee 
Del A MNK (según el teorema de los senos) tenemos; LE 
uz 
NK 
= ————», de donde 
son (180 (245)) * 
ST sen E =sen (2) 


3) Construyamos QF, que es la altura del A DQC. Entonces, 
Sa pac =3aQF. Construyamos SE, EN es la apotema de la cara 


SDC. Hallemos QF de la proporción L£-=2L£.. Pero LE == 


Sc * FP * 
os decir, LE =-2E. do donde QP= MK= 5 
Así, pues, Sanqc= Ep > 
4) 5, 5, S La pi 
) Sasco=Sasco— Sa mel an" 
5) ) Sama 5M. «PQ. Pero pr=-kpr > de donde PQ= 





E re A 
5 
De aquí, Sa => 


6) Sopac=S a s0—Sa pos Ea e. 
(05) Za +1 
7) Poniendo en (1) los valores hallados de las áreas, calculamos 
que 





a=lyZ (5) 


(De aquí so deduce la dependencia AD: SN == V2:1, de la que 
hablamos al calcular el número paramétrico de la representación.) 
Expresando el valor de a de la ecuación (2), obtenemos a == 


E 
Usen 
=——— 1. Poniendo este valor de a en la igualdad (3), llo- 


sn 
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sen. _ 
gamos a Ja conación ——2-—1=YZ, de donde obtenemos: 





sen E 
2 
son 32 son <= Zsen-- o bien: 2son cos == Y Zen. 


Ein son-E=40, de la última ecuación cosa=-Z2, de dondo 
EA 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


763. En un prisma cuadrangular regular la diagonal es igual a d está 
inclinada respecto al plano de la cara Interal bajo wn ángulo igual a o. Hallen 
el área latoral dol prisma. 

764. Los ángulos formados por la diagonal do Ja baso de un pai 
roctangular con ol lado de lo bass y con la diagonal dol paralolopipe: 
los a os y P, respectivamente. Halen ol área lateral del paralolepíped 











gona] es Ígual a de 
765. La altura de un prisma cuadrangular regular os igual a M y el ángulo 
entre las diagonales trazadas desdo uno de los vérticos de 1: dos caras 
Interales adyacentes es igual a a. Hallen el área lateral del prism: 

766. La altura de un prisma triangular regular es igual a 7. La rocta que 
pasa por el centroide de la baso superior y el punto mec lado de la base 
inferior forma con el plano de la baso el ángulo a. Hallen el área total del pris- 








ma, 

767, El área total de una pirámide cuadrangular regular es igual a $. El 
ángulo diedro en la arista de la baso es igual a a. Halen el lado de la baso. 

. Hallen el área total do una pirámide cuadrangular regular sí su altura 
es igual a H y ol áron de la cara latoral es igual a la de la baso. 

769. La base de una pirámido es un triángulo rectángulo cuyos catetos son 
iguales a 6 y 8 cm, respectivamente. El ángulo de inclinación de cada una de 
las caras laterales de la pirábrido hacía ol plano de la base es igual a 60” 
Hallon el área latoral de la figura. 

710. El área lateral de una pirámido cuadrangular rogular es igual a $ 
y ol ángulo diodro on la axista do la paso es igual a. Hallon la distancia 
entro el controido de la baso y la cara lateral do la pirámido. 

771. Fl área total de una pirámido triangular rogular es igual a 5 el ángulo 
plono en ol vértico de la pirámido es ígual a «. Hallon el radio de la cirounteren- 
cia circunscrita a la baso, 

772. La base de wna pirámido es un cuadrado con lado igual a a. Dos 
caras laterales son perpendiculares al plano do la baso y cada una do las otras 
dos, forman con ella un ángulo igual x a. Hallon al áros total do la irámide 

773. La baso do una pirámido es un triángulo. Dos caras laterales adya- 
centes son perpendiculares al plano de la baso y las otras dos forman con ól 
ángulos que son iguales a a y f, respectivamonto. La altura do la pirámide es 
4. Mallon ol Ároa latoral de la pirámide. 

774, La baso do una pirámido es un triángulo, entre cuyos lados la ra- 
zón es 43: 14 : 15 y cada uno do los ángulos diedros en las aristas de la base 

es igual a 45”. Hallen la razón entre el área total de la pirámido y el área de sus 


ses, 

715. La baso de un prisma recto es un triángulo isóscelos on que el ángulo 
entre los lados iguales equivale a 2a. De los vértices de la base superior se tra- 
zan dos diagonales de las caras laterales iguales. El ángulo entre las diagona- 


120290 
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los es igual a 29. Halen la razón entre el área lateral del prisma y el área de 
sus bases. 

776. El centroido de una de las caras de un cubo es unido con los vértices 
de la cara opuesta. Hallen la razón entro el área total de la pirámide que se forma 
y el área total del cubo, 

777, Por ol lado de la base inferior de un prisma triangular regular y por 
el punto medio de la arista Inter, que no se intergeca con esto lado, se ba tra: 
zado un plano que con el de la base forma un ángulo igual a a, Hallen la razón 
entre el área lateral de la pirámide que con ello se forma y el área lateral del 
prisma dado. 

778. El ángulo ontro las genoratrices en Ja sección axial de un cono es igual 
a 2a, Mallen la razón entre el área lateral dol cono y el área de su sección axial. 

7779, El ángulo máximo entre las generatrices do un cono es igual a 420". 
Domuesiren que el área lateral del semejanto cono es igual al área lateral de 
un cilindro que tenga la base y la altura iguales que el cono. 

780, El área Jateral de un cono es un ovarto de un círculo enrollado en forma 
de uno superficie cónica. Hallen la razón entro el área total de la superficie del 
cono y el úrea de su sección axial, 

781. Bl órea lateral do wn cono truncado es igual a la suma do las áreas 
de las bases, en tanto que la razón entro los radios de las bases cs 1:3. Hallon 
el ángulo de inclinación de la generatriz hacía el plano de las bases, 

féz. Un iiéngulo reguler cuyo lado es igual a a, gira en tomo a un eje 
paralelo al lado del triángulo y pasa por el vértice opuesto a dicho lado, Halen 
el área del sólido de revolución hallado. 

783. Un triángulo rectángulo, cuyos catetos son iguales a 5 y (2 cm, gira 
alrededor do; un eje extorior paralelo al cateto mayor y alejado de él a una dis- 
tancia de 3 em. Hallen ol área del sólido de rovolución obtenido, 

784. Un rectángulo, cuyos lados son iguales a a y 2, gira en torno a un eje 
perpendicular a su diagonal y que pasa por uno de sus extremos. Hallen el área 
del sólido de reyolución obtenido. 

785. Un triángulo isósceles con la hase jgual a a y ángulo enla base igual 
a a, gira en torno a un eje que pasa por uno de los extremos de la base porpen= 
dicular a ella. Hallen el área del sólido de revolución obtenido. 

786. En el trapecio rectangular, circunscrito a la circunferencia de radio 
R, el ángulo agudo es igual a a. Hallen el área del sólido obtenido al girar el 
mencionado trapecio alrededor del menor de sus lados paralelos, 

787. Un rombo con ángulo agudo az gira alrededor de su lado. Mallen la 
razón entro el área del sólido de revolución obtenido y la del rombo, 

788. Una recta corta de los lados de un triángulo rectángulo, entro los que 
el ángulo es igual a 60*, segmentos cuyas longitudes constituyen 0,25 de la largura 
ide la hipotedusa. Hallen Ja razón entre ol área del triángulo dado y la del sólido 
obtenido al girar dicho triángulo en torno a la mencionada recta, 

789. Un trapecio isósceles con ángulo on la base de 60” gira en torno a la 
biscotriz de dicho ángulo. Hallon la razón entro ol.área del sólido de revolución 
y la del trapecio si la altura de éste es /3 menor quo la semisuma de sus bases. 

790. Un plano secante, paralelo a la baso de wnu pirámide triangular re- 
gula, divide por la mitad su superficio lateral. Halen en qué razón se divide 
por este corte la altura, 

791. El plano secante perpendicular a la cora $2C trazado por el lado AD 
do la base de la pirámido cuadrangular rogulor SABCD, divido dicha cara en 
dos figuras de árcas iguales. Hallón el área total de la pirámide si AD = a. 

82: Bn una piréido cusdrangular regulas el plono trazado pos un lago 
de la baso, divido por la mitad la suporficio lateral y ol ángulo diedro on la 
arista de la base. Hallen el ángulo dledro lateral de la pirámide. 

793. Un plano secante'pasa por la arista de la base de una pirámide cuadran- 
gular regular y corta en la cara opuesta un triángulo, cuya área es igual a 
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$,» Hallen el área lateral de la pirámide que está separada de la pirámide dada 
por el plano secanto, si el área lateral do ésta es igual a Sa: A 

794. La base de una pirámide es un rombo, cuyo lado es igual a a y el án= 
glo agudo entre sus Indos es 2; Cada uno de los ángulos diedros en las aristas 

lo la: base es igual a q. Hallen ol área lateral do la pirámide. 

795. La base de una pirámido es un trapecio isóscoles, cuya diagonal es 
igual a d y el ángulo entre dicha diagonal y la base mayor del teapocio cs igual 
Aa, Cada una de las caras lateralos de la pirámido ostá Inclinada hacia ol plano 
de la hase bajo un ángnilo y. Halien ol área total do la pirómido, j 

796. La orgia de cada uno de los lados de un prisma triangular es ¡gus 
4,2. La proyección de uno de los vórticas do Ja base superior es l controtdo de la 
hago inferior. Las aristas laterales están inclinadas al plano do la baso bajo án- 
gulos iguales, cada uno de ellos, a a. Hallon el área lateral del prisma. 

797. La base de un paralelepípedo, cuya arista lateral os igual a des un 
cuadrado con lado a. Uno de los vórtices de la base superior es equidistante a 
todos los vértices do ln base inferior. Hallen ol área total del paralelepípedo. 

lo regular, cuyo lado es igual a a. 
el ángulo ontre una de las aristas 
Ma, es igual a 45", Hallen el áron 
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EJEMPLO 1. La base de un paralelepípedo recto es un paralelo- 
gramo, cuyos lados son iguales a a y b, en tanto que el lángulo obtuso 
es igual a q. Hallemos el volumen del paralelepípedo si su diagonal 
menor es igual a la diagonal mayor de la base, 

SOLUCION. Sea la figura ABCDA,B,C,D, (fig. 148), la representa- 
ción del paralelepípedo dado. Ella es completa. Su número paramé- 
trico p == 5. 

En efecto, considerando que 4.4, es la representación del segmen- 
to perpendicular”al plano de Ja base, consumimos dos parámetros. 
Suponiendo que ÁD : CD =a: b, consumimos un 'parámetro. Si 
consideramos que, p. ej., ZABC es la representación del ángulo que 
en el original es igual a q, consumimos un parámetro más, don ello, 
ya que consideramos que Z.ABC es la representación de un ángulo 
obtuso, debemos suponer que los segmentos BD y AC son las repre- 
sentaciones de las diagonales menor y mayor del paralelogramo 
ABCD. Por esta razón, consideremos que B,D: AC =41:1. Así, 
pues, consumimos un parámetro más. 

Hallemos ahora V, el volumen del paralelepípedo. Del AACD 
tenemos: AC? = AD? + CD? — 24D*CD cos q. Pero AC = B,D. 
De este modo, B,D? = a? + b?* — 2ab cos y. Del AABD obtene- 
mos; BD* = a? -+ b* — 2ab cos (180% — q) = a? + 0% -+ 2ab 008 ¡po 

Del triángulo rectángulo BBD tenemos: BB? = B,D* —BD*, 
es decir, BBi = (a -+ 0% — 2ab cos q) — (a? + DÍ 4 2ab cos q) = 
= —4ab cos q y, por lo tanto, BB, = 2 Y —ab cos q. 
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Como Sanco=absen q, obtenemos: V=2ab sen Y —abcos q. 

De acuerdo con el sentido del problema y es un ángulo obtuso. 
Por ello, —1<»cosp <Ó0 y, entonces, (—cos q) es un número 
positivo. Como sen q > 0, el valor hallado de Y es positivo. 

Por esto, V == 2ab sen p Y —ab cos q. 

mEmpLO 2. Las caras laterales de una pirámide triangular son 
perpendiculares a pares y sus áreas son iguales a Q,, Q, y Qy- Hallo- 
mos el volumen de la pirámido. 

SOLUCIÓN, Sen ol cuadrilátero SABC con sus diagonales la repre- 
sentación de la pirámide dada (fig. 149). Ella es completa. Calcule- 


A 





Fig. 148 Fig. 149 


mos su número paramétrico p. Como las caras laterales de la pirá- 
mide profijada son perpendiculares a pares, asimismo, sus aristas 
laterales son también perpendiculares a pares entre sí. Considerando 
SA la representación de la arista de la pirámide perpendicular a sus 
aristas SB y SC, consumimos un parámetro. Considerando SB la 
representación de la arista perpendicular a la arista SC, consumi- 
mos un parámetro más. De este modo, habiendo consumido tres 
parámetros, hemos asegurado la perpendicularidad mutua de las 
caras Jaterales de la pirámide. Suponiendo, a continuación, que los 
ASAB y ASBC son las representaciones de las caras laterales, entre 
cuyas áreas la razón es igual a Q;: Q., es decir, suponiendo que 
ES SA-8B), : (45D.sc) =0Q,: 0, o bién SA :5C=0Q,: Qu 
consumimos un parámetro, Por analogía, considerando que ASBC 
y ASAC'¡son las representaciones de las caras laterales en las que 
la razón entre las áreas es igual a Q4 : Oy, también consumimos un 
parámetro. Así, pues, para la representación construida p += 5, 
Ahora, calculamos V, o sea, el volumen de la pirámide. Soñale- 
mos que si por tradición consideramos el AABC como la baso de 
la pirámide, primero debíamos haber calculado Sax se y la altura 
de la pirámide trazada del vértice S al plano ABC, Sin embargo, en 
el ejercicio que estudiamos es posible realizar los cálculos necesarios 
de forma más sencilla sí se nos ocurre «poner» la pirámide sobre cual- 
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quiera de sus caras laterales, Así, pues, al advertir que la arista SA 
es perpendicular a la cara SBC, podemos tomar como baso de la. pirá- 


mide el ASBC. Entonces, V = + 54:Saano = y SA:5B:5C. 
Haciendo, para abreviar, SA =a, $B =b y SC =C, tenemos: 
Vs Lado, 


De los triángulos rectángulos SAB, SBC y ¡SAC obtenemos: 
ab =2Q,, be = 2Q,, ac = 20, Multiplicando, término por térmi- 
no, estas tres igualdades, hallamos (abc)? =8Q,0,Q,, de dondo 
abo = 2 V 20,007 

Así, pues, V==V20,0,05. 


esempro s. El área lateral de un cono, en el que el radio de la 
base es R, es igual a la suma de las áreas de la base y de la sección 
axial. Hallen el volumen del cono. 

SOLUCIÓN, Sea la elipse w junto con un par de tangentes trazadas 
a“ella desde el punto exterior 5 la representación del cono dado 
(fig. 150). Ella es completa. Al considerar la elipse w cómo la ropro- 
sentación de una circunferencia, consumimos dos parámetros. Con- 
siderando ol segmento SO como la representación do la altura del 
cono, consumimos dos parámetros. Construyamos la representación 
del 4B que es diámetro de la circunferencia, así como SA y SB, 
es decir, las representaciones de las generatrices del cono. Para 
ello, no se consumen parámetros. Por fin, suponiendo que se ha 
representado un cono tal en el que Sjar = Spaso + Sasa ps CONSu- 
mimos un parámetro más. (En efecto, do esta igualdad es fácil mos- 
trar que la razón SO : AO está plenamente definida.) De modo que 
para la representación construida p= 5. 

Pasemos a determinar V, o sea, el volumen del cono. V = 





= FShareSO, donde Sha =088%. Hacemos para abreviar 


SO = z. Así, pues, para calcular V hay que hallar z. 

Como Si =AR:SA, Spase =2505R? y Saógan = [tx, compone- 
mos la ecuación 1AR-SÁ = 14% + Rx o bien ASA =nR +u 
Pero, del triángulo rectángulo S40, tenemos: SÁ = Va FR 

De modo que obtenemos: 1 Y 12-4-Ri=1R +2, 

Elevando al cuadrado ambos miembros de esa ecuación, después 
de las simplificaciones necesarias, obtenemos (12—1) 42—2nRx=0, 
de donde 2-7, 270. 

Está claro que la segunda solución no satisface el planteamiento. 

2ntR0 
II , 
esempLo 4. Un rectángulo con lados a y b gira en torno a un eje 
que pasa por su vértice y que es paralelo a la diagonal que no pasa 


Por consiguiente, V= 
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por dicho vértice, Hallemos el volumen del sólido de revolución 
obtenido. 

SOLUCIÓN. Como en el ejemplo 4 del $ 13, limitómonos a la repre- 
sontación no del sólido de revolución, sino sólo de la figura que se 
obtiene en la sección de dicho sólido con el semiplano, cuyo límite 
es el eje de rotación. Semejante sección, que es un rectángulo ABCD 
con la diagonal BD, con la recta 1 paralela a la diagonal BD y que 
pasa por el punto A, es la representación de dicha sección (fig. 151) 





Fig. 150 Fig. 151 


(En tal caso la representación se efectúa con una precisión hasta la 
semejanza, es decir, aquí no hay ni qué hablar del consumo de pará- 
metros.) 

Así, pues, AB =a, AD =b. Calculemos Vasco, es decir, el 
volumen del sólido de revolución. Bajemos de los puntos 8, C y D 
las perpendiculares BB,, CC, y DD, a la recta 1 y desde el punto A, 
la porpondicular 44, a la recta BD. 

Entoneos, Vanco=(V + Va) —(Vy+ Y), donde V,=Vejmnc= 


=3 nB,C,(CC1+CC,-BB,+ BB;). Es fácil cerciorarse de que 
CC,=2BB, yy, entonces, V,=--18,C,-7BB%. A continuación, ym 
=Voyeco mL aC,D, (CC + CC, > DD, + DDj), Va =Vano = 
= FAABS BB), Vi=Vano=-F 24D: DD;. 

Poro como 1 BD, BB,=DD,=44,. Del A ABD rectángulo 


¡ pod al 
hallacios que BD=VY FP y Ad/= > 





Más adelante, hallamos que CCi=244r= E Entonces, 











datpt 
V,+V,=Len (COI+CC,- by AMB CD) (+ 
20h ab atot A. ab? 
VAR Varo Var ) VFFB=<2 VERA 
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Por analogía, V¿+V, =P xAA(AB+ AD, 
Gary y Lata 7b2 
VERA Ya 





Vir" 
Así, pues, Vaco=52 


OBSERVACIÓN, El volumen buscado del sólido de revolución. se hubiera po- 
dido calcular haciendo uso del segundo teorema de Guldin, de acuerdo con el 
cual Y = S+2nR, donde S es el área de la figura que gira en torno al eje Í R, 
la distancia desde el centroide de esa figura hasta el eje do rotación. Es fácil 


hallar que en el ejemplo que hemos considerado S = ab, R == MA a 
7 


EsEMPLO 5. El Jado de la baso de una pirámido triangular regular 
es igual a a, la altura bajada desde el vértice de la base hasta la 
cara Jateral opuesta es igual a b. Hallen el volumen do la pirámide. 

SOLUCION. Sea el cualdrilátero SABC con sus diagonales la repre- 
sentación de la pirámide dada (fig. 152). Ella es completa. Conside- 
rando que AABC es la representación de un 


triángulo regular, consumimos dos parámo- s 
tros; suponiendo que SO es la ropresonta- / 
ción de la altura de la pirámide, también 


consumimos dos parámetros. Construya- 
mos SD, que es una mediana del ASBC y 
la representación de la apotema de la cara 
lateral de la pirámide. Sea AK la represen- 
tación de la perpendicular bajada del vér- 
tice A de la pirámide dada ala apotema 
de la cara lateral opuesta. Como es fácil Fig. 152 
mostrar, el segmento AX será también, 

en tal caso, la representación de la altura 

bajada desde el vértico de la base hasta la cara lateral. Esta 
condición métrica impuesta a la ropresentación provoca el consumo 
de un parámetro más. Do este modo, hemos consumido en la repro- 
sentación los cinco parámetros. Pero, no se ha tenido en cuenta una 
condición de acuerdo con la que en el original 498, = a y ApKy = 
=b. La circunstancia de que estos datos son literales nos ofrece 
cierta libertad; vamos a considerar que en la representación construi- 
da AB: AK = 4: b. Así, pues, imponemos a la representación una 
condición métrica más y, por lo tanto, consumimos otro parámetro. 
Pero en semejante caso, la representación será métricamente definida 
con exceso. Á posar de todo, al realizarse cierta dependencia entre 
a y b (más abajo ella será obtenida) la representación construida es 
cierta, 





Mostremos que habiendo tomado al azar en la apotema 5D ol punto K, 
no se puede considerar que A K es la ropresontación del segmento AyA, que en 
el original es perpendicular al segmento S¿Dy. 
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Como según el sentido del_problema la altura ApK, existe, del A SyApDor 


Y 
donde ApKa==b y AyDymR LL, os posible calcular que DoKy 5 SoKo 
A] 
= a . Eligiendo diversos valores (tolerables) de a y bo distintos va- 





, obtendremos diferentes valores de la razón DoKo : SoKo» 
¡ciones del punto Kp.P. ej., prelijando fa=10, obten- 


b=8, 
; Bar 40% 4 
dríamos que «¡prerzpr =p + Como vemos, prefijndo de modo tan concreto 
los valores de -a y b la posición del punto K, se determina con plenitud, ya 
ye Dy Ko: SyKy=14: 14. Esto quiero decir, que ya no podemos elegir al azar 
el punto Ka. 


lores de la razón a : 
es decir, distictas p 











Así, pues, sea SABC la pirámide regular dada, en la que AB = 
=a0, ÁK =b. Hallemos V, es decir, el volumen de la figura, 


Como V==L 54 pna-SO, dondo Sa ano = aid 


minar el volumen es suficiente hallar la altura 50. De la seme- 
jonza de los triángulos rectángulos SOD y ADK, obtenemos: 2 = 


¿0D _ AK:0D is NA 
=$, de donde SO=2E2D., donde AK=b, OD==3 AD 
0 VR 
ESA 


ab y3 7 
De esta manera, SO= ON v="* 
Según el sentido del problema AX es la altura bajada a la cara SBC 
(Iprecisamente a ella y no al plano de la cara!). Es evidente, que 
si la pirámide dada es tan «bajita» que ASD = 90%, los puntos 
K y S coinciden, lo que significa que los segmentos AK y SA coinci- 
den también. Si, por lo contrario, la pirámide es aún más «baja», 

la altura bajada a la cara SBC ya no existirá por completo. 
Haciendo Z ASD=90", de A ASD rectángulo, donde OD= 


E 10= YE, hatlamos: sn EV 
Así, pues, para la existencia de la altura AX es pacenarlo que 
4 iguald ab Y avi 
los valores de a y b satisfagan la desigualdad VR=0 > 
o bien el sistoma de desigualdades equivalente a la anterior desi- 
gula “Pes, 
Al mismo tiempo, es evidente que de acuerdo” con el sentido 
del problema AX<AD, ya que AK es perpendicular a la cara 


SBC y AD, oblicua a ella. Entonces, >< YE, Esta dependencia 


, Vara deter- 








==, DK=VY AD:—AK: 


Entonces, V= 
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entre'a y b ya fue advertida más arriba, Do tal manera, si “Be 





<o< “YA, da pirámido que satisface Jas condiciones dol pro- 


blema existe. 


Así, pues, Vr donde << YA, 


EJEMPLO 6. Demostremos que el volumen de un sólido obtenido 
durante la rotación de un segmento circular cerrado con la cuerda, 
cuya longitud es igual a a, en torno al diámetro de este círculo parale- 
loa Ja cuerda, no depende del radio del cír- 
culo. 

SOLUCIÓN. Limitémonos a la representación 
no del sólido de revolución, sino sólo de la 
figura que se obtiene en la sección del sólido 
con un semiplano, cuyo límite es el eje de 
rotación. 

Sea el segmento CmD del círculo w la 
representación de dicha sección, mientras 
que el diámetro AB del círculo, la reprosenta- 
ción dol eje de rotación (fig. 153). Toda la 
representación es una figura plana, por lo 
que acerca de la plenitud de la representa- 
ción y el cálculo de los parámetros aquí no 
se puede ni hablar: la representación ha de 
ser realizada con una precisión hasta la se- Fig. 169 
mejanza. 

Así, pues, sea la cuerda CD igual a a y paralela al eje de rotación 
AB. Demostremos que Y, que es el volumen del sólido de revolución 
del segmento CmD en torno al eje AB, no depende de OA. Para la 
demostración construyamos: CC, 1 AB y DD, LAB. Entonces, 
Y = V, — V,— 2V;,, dondo V, es el volumen de la esfera, cuyo 
radio es igual a OA; Va, el volumon del cilindro, cuya baso es la 
circunferencia de radio DD, y cuya altura es igual a C¡Dj; 
V,, el volumon del segmento esférico, cuya base es la circunferencia 

de radio DD, y la altura es igual a OA — ODy. 








B o 


Para abreviar, hagamos 04A=R. Entonces, V¡=haR3, V,= 
( ViR—> 
2 


2 


=1DD:CD,= a,  Vy=xAD¡(0A—+FAD,) = 
a (14) (0 (E) (a) 
As SR net eE (re—ar+ Lx 








De este modo, V= : año 
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see Después de las correspondientes simplificaciones, 
a 
ob 





.. 

Como la ponía 25 no contieno R, hemos demostrado lo 
que era necesario. 

EJEMPLO 7. Una pirámido triangular se corta con un plano en 
dos poliedros. Hallemos la razón entro los volúmenes de estos poli- 

edros si sabemos que el plano secante di- 
vido las aristas que convergen en un vér- 
tice de la pirámido en las razones 41: 2, 
1:2,2:1, contando desde el mencionado 
vértico, 

SOLUCIÓN. Sea el cuadrilátero SABC con 
sus diagonales la representación de la pirá- 
mide dada (fig. 154), el APQR, la represen= 
tación de la sección dada. Ésta es com- 
Fig. 154 pleta y para construirla no se ha consu- 

mido ni un parámetro. 

Supongamos que Y es el volumen do la pirámido SABC y Ya el 
dela pirámido PAQR, con la particularidad de que 4Q : QB =1* 2, 
AR:RC=1:2 y AP: PS =2:1. Hallemos la razón add 


v—Ys 





"Tomemos al azar en el plano ABC el punto O y, unióndolo con 
el vértice S,: vamos a considerar que SO es la representación de la 
altura de la pirámido SABC (con ellos se consumen dos parámetros). 
Construyamos AQ y PM || $0. Entonces el punto M yacerá en la 
recta AO. Para que la forma de los cálculos sea más sencilla, hagamos 
AB=a, AC=b, AS =c, SO=H, LBAC =a. 


Entonces, AQ=-Fa, AR=Lo, aP=to y de la semejanza 
do los triángulos APM y ASO, tendremos: PM=-H. Ahora, 
caléulemos Y y V,, 

Tenemos: V=Sa ancH = abi son a 


V,=%Sa son pH = gi ab sen a. 
Entonces, Y = Y, adn seno. Así, pues, 


vv E: Ea 
Ys 





| 





+ ablí sen a 
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PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


800. La base de un paralelepípedo es el rombo ABCD, cuyo lado es igual 
a a, el ángulo agudo es igual a'60”. Hallen el volumen del paralelopípedo sí la 
arista lateral es igual a a, ZA¡AB = ZAJAD = 45", 

801. Cada una do las aristas de un paralolepípedo es igual a a. Cada uno 
de los tres ángulos planos en uno de los vértices del paralelepípedo es igual a 
20. Hallon el volumen de la figura. 

802. Las aristas deun paralelepípedo, iguales a a y 5, son perpendiculares 
entre sí, on tanto que la arista igual a e forma con cada una de las dos prime- 
ras aristas el ángulo a. Hallen el volumen dol paralolepípodo. 

803. El área de una de los caras laterales de un prisma triangulor es igual 
a m*. Hallen el volumen del prisma si la distancia de Ja arista opuesta al plano 
do la mencionada cara es igual a 2a. 

604, La baso de un priama trinbgular es un triángulo isóscoles on, el que 
los lados iguales son de una longitud a Y Snbro sí, forman un ángulo a. La dia- 

onal de la cara opuesta a dicho ángulo forma con la otra cara:lateral un ángulo 
igual a «p. Hallon el volumen dol prisma. 

805. Un prisma cuadrangular regular, en cuya base ul lado es igual a a, 
está truncado de mancra que Cada una do dos aristas laterales adyacentes es 
igual a b y cada una de las otras dos aristas es igual a c. Hallen el volumen de 
este prisma truncado. 

806. Un plano secante pasa por el lado de la base de un prisma triangular 
regular bajo el ángulo a al 'plano de la base y corta del prisma una pirámido, 
cuyo volumen es igual a Y. Hallen el área de la sección. 

807. En una pirámide cuadrangular regular un plano que pasa por el lado 
de la base y la línea media de la cara lateral opuesta forma con el plano de la 
baso un ángulo do 60”. Hallen el volumen de la pirámido si el lado de la base 
es igual a a. 

808. La baso de una pirámido es un triángulo isósceles con lados Interales 
iguales a a y con ángulo « on el vértice. Las caras lateralos do la pirámide for- 
mon con el plano de la baso ángulos iguales a 45", Hallen el volumen de la pirá- 
mide. 

809. En una pirámide triangular todas las aristas laterales y dos aristas 
de base son iguales a a. El ángulo entro los lados iguales de la base es igual a 
22. Hallen el volumen de Ja pirámide. 

810. El árca de la seccion diagonal de una pirámide cuadrangular regular 
es igual a $. La arista lateral forma con el plano de la base el ángulo a, Hallen 
el volumen de la pirámide, 

811. La altura de una pirámide triangular regular es igual a //. El ángulo 
diedro entre las caras laterales es igual a p. Hallen el volumen de la pirámido. 

$12, La arista lateral de una pirámida cuadrangular regular os [gual a 5. 
El ángulo diedro entro dos caras laterales adyacentes es igual a q. Hallen el vo- 
lumen de la pirámide. 

813, Hallen el árca de la superficie de una pirámido triangular regular, 
cuyo volumen es igual a V, el ángulo entro la cara lateral y ol pleno de la baso 
es igual a a 

814. La base de una pirámide es un triángulo rectángulo, cuya hipotonusa 

ys igual ae y el ángulo agudo es igual a a. Cada arista lateral de la pirámido está 
inclinada hacia el plano de la baso bajo un ángulo $. Hallon el volumon de la 
pirámide. 
815. La perpendicular bajada desde ol controido de la base de una pirá: 
o tefangultr regular a su arísta lateral se igual a 1, Fallen el volumen de la 
pirámido sí el ángulo diedro ontro la cara lateral y el plano de la base de la fi- 
gura es igual a a. 

816. La porpendicular bajada del centroido de la base do una pirámide £ 
gular regular a la arista lateral es igual a [. Hallen el volumen de la pirámida 
sí el ángulo entre Ja arísta latoral y el plano de la base es igual a Pa 
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817. En una pirámide triangular, en la que cada una de las aristas latera- 
les es igual a 2, uno de los ángulos planos en el vértico es rocto, mientras que 
cada uno de los otros dos es igual a 60. Hallen el volumen de la pirámido. 

818. En una pirámido triangular ol área de dos caras, perpondiculares 
entre sí, son iguales a P y Q, en tanto que la Jongitud do la común entro ellas, 
igual a 'b. Hallen el volumen de la pirámide. 

19. La altura de una pirémido, cuya baso es un cuadrado, se encuentra 
fuera de la figura y es igual a 47. Dos caras lateralos opuestas de la pirámido 
son triángulos isósceles que con ol plano de la base forman los ángulos a: y P. 
Hallen el volumen de la pirámide, 

820. Un plano secante trazado por el lado AC de la base de la pirámido 
triangular regular $ABC es perpendicular a la arista SB, corta la pirámido 
DABC, cuyo volumen es 1,5 veces menor que el de la pirámide SABC. Hallon 
el áron lateral do lo pirámido SABC si AC = a. 

821. La base de la pirámido cuadrangular SA/BCD es el paralelogramo 
ABCD. Las caras laterales 54 B y SBC son perpendiculares al plano do la baso. 
Por los puntos medios de las aristas AD y CD se traza un plano secante para= 
lelo a la arista $8. Hallen la razón entro los volúmenes de los sólidos obtenidos. 

822. La haso de una pirámide es un rectángulo. Dos do las caras laterales 
son porpendiculares al plano do ln base y Jas otras dos forman con él los ángulos 
a y fi. Hallen el área de la buse de la pirámido si su volumen en igual a Y. 

823. La base de una pirámido es un trapecio en el que los lados laterales 
ls baso menor es igual u a, en tanto que el ángulo entre el lado Interal y la 
base es igual a a, Cada una de las aristas laterales está inclinada hacia el plano 
de la base bajo un ángulo igual a $. Hallen el volumen de la pirámide. 

824. La base de una pirámide es un trapecio isóscelos, cuyo ángulo agudo 
es igual a a y su área igual a 5. Cada una de las caras lateralos de la pirámide 
forma con el plano de la base un ángulo $. Hallen el volumen de la pirámide. 

825. El triángulo ABC, en el que AC=b, AB= cy LBAC =a, gira 
alrededor de un ejo que pasa por el vértice A fuera del triángulo y forma iguales 
ángulos con los lados AC y AB. Hallen ol volumen del sólido de revolución ob- 
tenido, 

826. Un trapecio isósceles, en el que el ángulo agudo es igual a 45” y los 
lados Interales son iguales a la base menor, gira on, torno al 1ad0 latoral Hallen 
el volumen del sólido de revolución obtenido si el lado lateral del trapecio es 
igual a b, 

827. 'Un triángulo rectángulo gira en toro a un eje paralelo a la hipote 
nusa que pasa por el vórtice del ángulo recto, Hallen el volumen del sólido de 
revolución obtenido si sabernos que el área dol triángulo es igual a $, en tanto 
aye la perpendicular bajada del vérico del ángulo recto u la Nipotenusa es igual 
a la mitad de uno de los catetos. y 
828, Hallen la razón entre lós volúmenes do los sólidos obtenidos durante 
la rotación de un triángulo alrededor de la base.y de una recta paralela, a ella 
y que pasa por al, vértice del triángulo. ' 

829. Demuestren que Jos volúmenes de los sólidos obtenidos duranto la 
rotación de un paralelogramo en torno a sus lados adyacentes 6on invorsariento 
proporcionales a ellos, 

830. Un triángulo en el que la razón entre sus lados os igual a a: b:c 
primero gira alrededor de uno de los lados, a continuación en torno a otro y, 

or fin, alrededor del tercero. Hallen la razón entre los volúmenes de los só: 
idos de revolución obtenidos. 

831. Durante la rotación de un triángulo rectángulo alrededor de los cate- 
tos y en torno a la hipotenusa, se forman sólidos de revolución, cuyos volúme- 

















nes son iguales a Vi, Va y Vas respectivamente. Demuestren que 7 = ¿7 + 
1 Y 


4 
+ 
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832, Los lados do Ja baso do una pirámido ouadrangular regular truncada 
son iguales a a yo a> ». El ángulo formado por el plano de la cara lateral 
son el plano de la base os igual a a. Hallon ol volumon do ln pirímido. 

833. En dos rectas cruzadas se han tomado segmentos, cuyas longitudes 
son iguales a a y b. Demuestren quo el volumen del paralelepípedo, cuyas aris- 
tas son los mencionados sogmentos, no-dependo de la. disposición de los seg- 
mentos en dichas. rectas, 

834. El radio de la baso de un cono es.igual a R.. Dos genoratrices perpen 
cularos entro sí dividen ol ároa do la superficio latoral del cono en la razón 4 ; 
Hallon_el volumen del cono. 

835. En un círculo, cuyo radio es igual n RR, se ha cortado un sector con 
ángulo central a. Este so ha enrollado on forma do un embudo cónico. Hallen 
su volumen. 

606, La baso de una pirómido es un triéngulo regular, cuyo lado os igual 
a a. La porpondicular bajada del punto medio de la arista lateral menor al plano 


de la cara opuesta os igual a z La base de la altura, que se encuentra fuera 








de la pirámido, es oquidistanto a dos vártices dol triángulo, os decir, de la baso, 
mientras que del tercero se encuentra a una distancia dos veces menor que do los 
dos primoros. Hallon el volumen de la pirámido, 

37. Da vn ellindto'se' brasa vn: plano paralelo, a aucójo, Aluña distoncla:e 
de éste, que en la circunforencia de la base corta un arco a. El área do la s0c= 
ción es igual a 5. Hallon el volumen del cilindro. 

838, El área de la sección axial de un sector esférico es tros veces menor 
que la del círculo mayor de una esfera. Hallen la razón entro el volumen del 
mencionado sector y el de la esfera, 

839. En una pirámide cuadrangular regular el Área de la sección paralela 
a la baso es tres veces menor que la de la base. Hallen en qué razón so divido el 
volumen de la pirámide con dicha sección. 

840, Está dado el cubo ABCDA,B,C,D,. El punto M os ol centroide de 
la cara 44,B,B, N, el punto medio de la arista CC,, el punto K yace en la aris- 


ta DC y DK= toc. El plano trazado por los puntos M, N y K divido el 


cubo en dos poliedros. Hallen la razón entro sus volúmones. 

841. Está dado el cubo ABCDA1B,C,D,. M es el punto medio de la arista 
441, N> el punto medio de la arista"4,B,. El plano trazado por los puntos M, 
My C divido el cubo en dos poliedros, Halen la razón entre sus volumenes. 

842. El plano secante pasa por los puntos P, Q y R que yacen en la con- 
tinvación do las correspondientes aristas 48, 44, Y AD del cubo ABCDA,B,C,D,, 
con la particularidad de que 4P: BP. = AQ: 40. = AR: DR =5:3, Mallon 
la razón entro los volúmenes de los cuerpos obtenidos durante el corto del cubo, 

843. Está dudo el prisma triangular 18CA,B,C,. Hallen en qué razón 
divido” el volumen del prisma un plano secante que Corta las aristas A, 
BC, y BC por los puntos M, N y K, rospoctivamente, si D,M: AyB, == 
BN :BC=2:3, BK:Ch=1:3, 

844. Bstá dado ol prisma triangular recto ABCA,B,C, on el que AC: AA) = 
= 3 ; 4, Hallen en qué razón divide el volumen de un prisma un plano trazado 
por el vértice A y que interseca las aristas laterales 22, y CC, por los puntos M1 
y N, respectivamente, si BM = MB, y AN es la bisectriz dal éngulo CAC. 

845, Un plano secante pasa por el punto M, que yace on la continuación 
do la arista 48 del prisma triangular regular ABCA¿B,C,, por el vértice Ba 
y el punto medio de la arista AC. fallen la razón do 109 volimenos de los cuer- 
pos obtenidos si AM: BM =2:4. 

346, Un plano secante pasa por los puntos M, N y P do las aristas AyBy, 
B,C, y BC, respectivamente, del prisma triangular ABCA,2,C,, con la particu: 
Jarídad de que AM = MB, BN: NC, =2:4 y BP? PC =1:2. Hallen 
en qué razón divide el plano Secante el volumen del prisma. 
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847. Un plano secante pasa por los puntos K, L y M en las aristas SA, SB 
y 80, pospectivamento, de una pirámido triangular, con la particularidad de 
SK KA = SL : LB =2:1 y la mediana SÍ de la cara $BC so divido por la 
mitad con el indicado plano, Hallen en qué razón divide el volumen de la pirá- 
mide el plano secante. 

848, Un plano secante pasa por ol vértice A de la baso de la pirámide tri- 
angular SABC, por D, que es el punto medio de la mediana SK de la cara SAB 
y el punto £ de la mediana SL de la cara SAC que es tal que SE: El =4:2, 
Hallen en qué razón divide el volumen de la pirámide el plano secante. 

849. Está dada la pirámido cuadrangular regular SACD. Hallon on qué 
razón divido el volumen de la pirámide un plano trazado por los puntos A y B 
y por el punto medio de la arista SC. 

$50. Un plano quo pasa por unu de las aristas de yn totraedro regular 
divide su volumen en la razón 3 : 5, Hallen las tangontos de los ángulos en los 
que dicho plano divido el ángulo diedro dol tetraodro. 

'51. Por cada una de las aristas dol totracdro se ha trazado un plano para- 
lolo a la arista opuesta, Hallen la razón entre los volúmenes del paralelepípedo 
obtenido y del totraedro. 

852. Está dado el cubo ABCDA,B,C,Dy. E es el punto modio de la arista 
DC, E, 6l punto medio de la wrista 20. ¿Qué parte del volumen del cubo ocupa 
el Volúmen de la pirámide AFED,? 


$ 15. COMBINACIÓN DE POLIEDROS Y CUERPOS 
REDONDOS 


Antes de pasar a estudiar los ejemplos, hemos de indicar que al 
resolver los problemas en los que tratan combinaciones de figuras 
tridimensionales, debido a la dificultad 
de realización de los dibujos en ciertos 
casos es preciso simplificarlos. En unos 
casos es suficiente tener sólo la represen- 
tación de la sección de las figuras que 
participan en la combinación (tal es la 
mayoría de los problemas sobre la com- 
binación de cuerpos redondos), en otros, 
sólo la representación de una de las figu- 
ras de la combinación; en ocasiones es 
preciso representar una de las figuras 

Fig. 155 plenamente, en tanto que la otra, sólo 

parcialmente. “Al resolver algunos pro- 

blemas se considera conveniente hacer uso del diagrama de las proyeo- 
ciones canónicas de las figuras combinadas. 

YyEmMPLO 4. La esfera $2 es tangente a la base de una pirámide 
triangular regular SABC en el punto B y a su arista lateral SÁ. 
Hallemos el radio de la esfera si AB =au y SÁ =b. 

SOLUCIÓN, Sea el cuadrilátero SABC y sus diagonalos (fig. 155) 
la representación de la pirámide dada. Ella es completa y mótrica- 
mente definida (cerciórense de esto por su cuenta). La construcción 
de la representación de la esfera es dificultosa, ya que su radio es 
desconocido (resulta vna especie de «círculo vicioso»: para construir 
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la representación de la esfera hay que conocer su radio, en tanto que 
para hallar su radio es deseable tener su representación). Intentemos 
resolver el problema con ayuda de una representación en la que el 
centro de la esfera esté construido mientras que ella misma, no. 
Construyamos el centro de la esfera, Ante todo, señalemos que si 
tuviéramos como representación del centro de la esfera el punto P, 
la distancia desde P hasta B, en donde la esfera (2 es tangente al 
plano de la base, será igual al radio de dicha esfera: Así, pues, como 
vemos, no es obligatorio tener la representación de la propia esfera 
para calcular su radio. La construcción del punto P será efectuada 
partiendo de los siguientes razonamientos. 

Como la esfera Q es tangente al plano ABC en el punto B, el punto 
P yace en la perpendicular al plano ABC levantada en el punto B. 
En el plano ya está trazada la representación de la altura $0 de la 
pirámide; Por el punto 2 trazamos la recta m || SO. Entonces, como 
SO es perpendicular al plano ABC, la recta m será asimismo perpen- 
dicular al plano ABC. Así, pues, el punto P yace en la recta m y el 
segmento PB es el radio de la esfera 9. 

Si la esfera es tangente a la arista SA en cierto punto D, está 
claro que AB = AD (como la longitud de los segmentos tangentes a 
Ja esfera trazados desde un mismo punto). Pero AB = a, por lo que 
para la construcción del punto D hay que tomar en el segmento SA, 
a partir del punto A, tal segmento AD que AD = a. Haciendo uso 
de que las longitudes de las aristas AB y SA están prefijadas en 
forma general, tomemos al azar el punto D en la recta SA y conside- 
remos que AD = AB. (Si estipulamos a a y b valores numéricos 
concretos, el punto D no puede tomarse al azar. P. ej., sia = 15, 
b=20, AD:SA=15:20 bien AD:SA—3:4 de donde queda clara la 
construcción del punto D.) 

Seguidamente, construyamos el segmento PD. Como la arista SA 
es tangente a la esfera £, PD 1, SA y PD es el radio de la esfera $, 
es decir, PD = PB. Con el fin de calcular la longitud del segmento 
PD hemos de realizar las siguientes construcciones adicionales: 

4) Unir los puntos S y P. 

2) Trazar OB, la Aotdlaia del AABC. 

3) Trazar PK || OB. 

Hagamos PB =x y compongamos una ecuación. 

Como SA=b y AD=a, SD=b—a. Del ASDP rectángulo: 

tenemos: SP2l== PATA Del ASBO rectángulo, tenemos, 


BO= YE y s0=y/ PE 








Como m1 SO y PK 1 0B, CA y PB=kK0=2, 
Entonces, SK=Y/P=H—z. 
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Ahora, del ASPK rectángulo obtenemos: SP*=SK2+PK? o 
ion arpa (Y) rm (Y, 
Después de resolver esta couación, hallamos: 2 


Como hemos señalado más arriba, AD = AB, es decir, AD = a. 
Pero SA > AD. De modo que, según el sentido del problema 
> 


Y3a(2b—a) 





Así, pues, PB= Vis 


(20—a) 
VA donde b>a. 


OBSERVACION: Llamamos la atención del lectora que la dosigualdad » > a 
fue obtenida a base do razonamientos que so desprendon del sentido del problema 
y so de la fórmula que obtuvimos para la magaltud buscada, Dela fármula 
pora PB homos hallado quo a y 5 dobon satisfacor ns dosigualdados del sistema 


las desigualdados a > 0 y b> 0 so ban omitido ya quo son 





36 
evidentes). Dol sistema ofrecido obtondríamos que » > E 3, 





¿in ombargo, resulta que esta dependencia sólo es suficiente para la existen: 
cia de la propla pirámide: on el triámgulo rectángulo SAO la Mipotenusa será 
mayor que el cateto, Para la existencia de la esfera tangente a SA, la dependen- 


as a 
cia »> 3 os insuficiente. En efecto, send == 0,8a (en este caso d > eva) ; 


Como dijimos más arriba AD = a. De este modo, AD > SA, o sea, la esfera 
será tangente no al propio segmento SA, sino a su continuación, 


esEmrió 2. Está dado el cubo ABCDA,B,C,D, en el que la arista 
es igual a a. Por los vértices A y C y por los puntos medios de las 
aristas B,C, y C¡D, se traza la esfera 
Hallemos su radio. 

SOLUCION. Sea la figura ABCDA,B,C,D, 
(tig. 156) la representación del cubo dado 
y £, y Es, los puntos medios de sus aristas 
B,C, y C¡D,, respectivamente. La indicada 
representación es completá y métricamento 
definida (cerciórense de esto por su cuenta). 
Como en el anterior ejemplo, es muy difi- 
cultosa la construcción de la ropresenta- 
ción de la esfera dada, ya que no conoce- 
mos la longitud de su radio. No obstante, 
la representación de la esfera no es muy 
necesaria: si en ella estuviera indicado el centro de la esfera y 
alguno de sus puntos (aquí se muestran cuatro puntos), sería po- 
sible calcular también la longitud del radio. 

Ante todo, busquemos el punto M, centro de la esfera (2. Como 
los puntos Á y C pertenecen a la esfera (2, el punto M pertenece al 





Fig. 156 
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lugar geométrico de los puntos equidistantes de 4, y C. Es fácil adivi- 
nar que ese lugar geométrico de puntos es el plano diagonal BB,D,D. 
Por analogía, el punto M pertenece al plano diagonal AA,C,C. Así, 
pues, M pertenece a la recta 00, por la que se intersecan los planos 
ACC, y BDD,. 

Por fin, el punto M pertenece al plano « que corta el segmento 
CE, en L que es el punto: medio de C£,, con la particularidad de que 
« 1 CE,. Gomo los planos « y DCC, tienon el punto común £, 
eJlos se intersecan por la recta l que pasa por el punto L, pero. como 
EE, La, CE, Ll 

Construyamos E, que es el punto medio del segmento CD, y el 
segmento EE. Como la representación en la que se realizan las 
construcciones adicionales está métricamente definida, no podemos 
trazar al azar por el punto L la recta 1 y decir que 1 L CE,. Además, 
la recta l corta el segmento EE,. Designemos con K su punto de 
intersección. Entorices, el AXLE, será rectángulo y semejante al 
ACEE,. De la semejanza de estos triángulos se desprende que 
KE, : CE, = LE, : EE, y como EE,=a, 

Así, pues, hallamos que sil _L CE,, KE, = ES a. Empleando esta 
igualdad construimos el punto K. Más adelante construimos OE 
y por el punto K trazamos la recta k || O£, 

La recta k yace en el plano OEX y corta O0,. Designemos su pun- 
to de intersección con M. Entonces, ya que MK || OX y OE es per- 
pendicular al plano DCC,, MX es perpendicular al plano DCC,. 

De modo que CZ, 1 LK y CE, 1 MK. Entonces, CE, es per- 
pendicular al plano ZKM. Con otras palabras, el plano LM coin- 
cide con dliplano w:y, poblo tanto, el:punto M yacerenial plano 
y, por ello, el punto M es el centro de la esfera Q. 

Hallemos ME), es decir, el radio de la esfera . Del AMXKE, 


rectángulo, obtenemos: ME,= Y MR? F- KE? YA 





(Hubiera sido posible buscar MC, o sea, el radio do la esfora 





2 del triángulo rectángulo MCO, dondo OM=3-a, 00 =" y ) 

EJEMPLO a. Un ángulo triedro está formado por los planos a, f y y, 
con la particularidad de que a .L y, PL y y Lab = 2q. La esfera 
2 es tangente al plano y en el punto B, en tanto que los planos « y P 
son intersecados por las circunferencias «w, y (3, cuyos radios son 
iguales a r. La distancia desde en punto O, que es el centro de la 
esfera, al punto A, que es el vértice del ángulo triedro, es igual a l. 
Hallemos el radio de la esfera. 


130290 
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SOLUCION. La representación tridimensional de la combinación 
do la esfera Y y el ángulo triedro o.Py es muy complicada. Para cons- 
ruir la representación apliquemos el método de la proyección orto- 
gonal sobro un par de planos de proyección H y V, perpendiculares 
entre sí, que serán elegidos partiendo de Jas siguientes consideracio- 
nes. Como la esfera 2 es tangente al plano y en el punto.B, OB _L y. 
Ya que a 1 y y BL y, la línea de intersección de los planos a y $ 
es también perpendicular al plano y. Sea que los planos «a y $ se 
cortan por la recta AC. Entonces, AC _1 y y, por lo tanto, OB || AC. 
Con las rectas OB y AC se defino plena- 
mento cierto plano o, con la particularidad 
de que como la recta OB. yace en el plano 
o, 0.L y. Tomemos y como el plano horizon- 
tal de proyecciones y, siguiendo las anota- 
ciones adoptadas en geometría descriptiva, 
lMamémoslo plano /. Tomamos o como el 
plano vertical de proyecciones y lo designa- 
mos con V. 

Señalemos, que como las cirounferencias 
6, y o, son iguales, el punto O es equidis- 
tante a los planos a y $ y, por consiguien- 
te, V esel plano bisectriz del ángulo dic- 
dro formado por los planos a. y B y el plano 
V interseca la esfera E por la circunferen- 
cia del círculo mayor. Los diagramas de 
las proyecciones canónicas de la combina- 
ción de la esfera Y y el ángulo triedro afy 
se ofrecen en la fig. 157. 

(Seguramente, el lector prestará atención al hecho de que en el 
plano vertical de proyección no se muestran olipses que son las 
proyecciones de las circunferencias w, y , en el plano V. La construc- 
ción de esas elipses es una tarea no muy complicada, pero en adelante 
no sólo son innecesarias, sino que superfluamente recargarían el 
dibujo.) 

As, pues, en el diagrama vemos en el plano V la sección de la 
esfera Y con el plano o que pasa por el centro do la esfera, es decir, el 
punto O y por el vóxtice del ángulo triedro, por ello a'o' = L. En el 
plano H vemos la representación del ángulo diedro af a tamaño 
natural, por lo que Zanfn=24 Y L2u0n=0, en tanto que el segmen- 
Lo de os la representación de la proyección horizontal do la circun- 
Jerencia «1, es decir, de = 27 y, por fin, el radio busondo do Ja esfera 
3 es igual al radio de Jas circunferencia E y E” que son las proyeccio- 
nes horizontal y vertical de la esfera E, respectivamente, 

Bajemos desde el punto o en el plano H la perpendicular of a a 
(el segmento of es la representación del segmento of .L 0). Entonces, 
df =r. Para abreviar, hagamos el radio de la osfera Y igual a x. 





Pig. 157 
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En tal caso, los radios de las circunferencias E y E' serán asimismo. 
iguales. a x, o sea, od = 2 y 0D =x. 

De. este modo, del” Ao'a'b' rectángulo, obtenemos: a'b'= 
=YE=3%, Pero, como: es fácil advertir, ao=a'b'. Así, pues, 
también a0=YP—a* y, entonces, ya que 4 a0f=, del triángulo 
rectángulo ao, tenemos: of+=aosenq=Y E == sen ip y, por con- 
siguiente, del triángulo rectángulo odf: 











2 (12%) sent q. (1) 
Al resolver esta ecuación con relación a 2% hallamos: 2%= 
0400 
Abs 
Rechazando de inmediato los valores negativos de =, que a 
/ HF 
ciencia cierta son extraños, obtenemos: 2= |" Fl 


TFT 
Aclaremos ahora, según ol sontido del problema, a qué restric- 
ciones deben satisfacer 7, 1 y q para que el valor hallado de « (nna 
de las soluciones de la ecuación cuadrática (1)) sea la longitud del 
radío de la esfera E 
Primero, como 24 es el ángulo entre los planos (a y P), 0 < 
<2p < 90%, o sea, 0 <p < 45. 
Segundo, 


[ of<z<ao á ( yE=Asmp<r<yE=2, 
o bien 
t>df t>r. 
Poniendo 'en este sistema de desigualdades el valor de 2 y resol- 
viendo el sistema obtenido de desigualdades, hallamos que r< 


<VE 1005 9. 


vi 

“TA r< == 1008 q, 

Así, pues, OB=/ EEES, donde ps 1 e 
<p 4. 


ET] 

OBSERVACIÓN, Podría parecer que en la expresión hallada para el valor de 7, 
los parámotros r, y y pueden tomar cualesquiera valores rentes (ol radícando 
sorá positivo), poro, como ha mostrado la investigación, realizada según el 
sentido del problema, ello está muy lejos do la realidad, 


EJEMPLO 4. El centro de una esfera, inscrita en una pirámide 
cuadrangular regular, coincide con el centro de una esfera circun- 
scrita a dicha pirámide. Hallemos el ángulo diedro en la arista de 
la base de la figura. a 

soLUCION, Sea la figura SABCD la representación de una pirámido 
cuadrangular regular (fig. 158, a). Esta es completa y para ella 
p = 4. Construyamos SP, es decir, la altura de la cara lateral SAB 
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y OP, su proyección en el plano ABC. Vamos a considerar que PK 
es la representación de la bisectriz del ángulo SPO, es decir, que el 
punto X es la representación del centro de la esfera inscrita $. De 
este modo, para Ja representación se consume un parámetro más y 
ella se convierte en métricamente definida. 

Como de acuerdo con el planteamiento el punto X también es 
el centro de la esfera circunscrita E, debemos considerar que AX 
y SK son las representaciones de diversos segmentos en el original, 


si 


la) (6) 
Fig. 158 


es docir, abreviando, AX = SK. Como vemos, no es preciso mostrar 
las representaciones de las esferas Q y E. 

Así, pues, OK es el radio de la osfera inscrita, AX, el radio de la 
esfera circunscrita y se requiere hallar ol ángulo diedro en la arista 
AB de la pirámido, o sea, 4SABO. 

Como SP _L AB y OP esla proyección de SP en el plano ABC, 
OP" AB. Porlo tanto, ZSPO es ol ángulo lineal del diedro SABO 
que buscamos. Para abroviar, hagamos 2SPO = z y, para roalizar 
los cálculos, introduzcamos un parámetro auxiliar haciendo AB == 4. 

Consideremos el triángulo rectángulo SOP (fig. 158, D). Bajemos 
del. punto X la perpendicular XL a la apotema SP. Es ovidente que 
en el original tendremos KpL, perpendicular al plano SodoBo, os 
decir, KZ os la roprosentación del radio do la esfera inscrita on la 
pirámide. Esto significa que K£ «= OK. Así, pues, en el triángulo 
SKL SK os el radio de la esfera circunscrita a la pirámido, en tanto 
que KL, el radio de la esfera inscrita en ella. Pero, en el triángulo 
rectángulo OAK (fig. 158, a) AK os ol radio do la esfera cireunscrita 
y OK, el de la inscrita. Entonces, en estos triángulos también SL 

av? 


= 04. Pero, es fácil calcular que 04 = “LL, De modo que SP = 
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Fra 
Op 2 5 
Lor (4) YT A, de dodo 2 


= arocos (Y 2— 1). 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


853, El lado de un rombo es igual a a, Uña esfera de radio /? os tangento 
a todos los lados del rombo. La distancia dosdo ol centro de la esfera hasta el 
plano del rombo es igual a a. Hallon cl área del rombo, 

854. En la superficie de una esfera, cuyo radio es /i, están dadas dos circun- 
Terencias diferentes en las que la cuerda común es a. Hallen los radios de dichas 
circunferencias si sus planos'son perpendiculares entre sí. 

865. Una esfera de radio R está inscrita on un cono, cuya goneratriz so vo 
desdo ol centro de la esfera bajo el ángulo a. Hallon el volumen del cono. 

856. En una somiesfora de radio JR? está inscrito un cono truncado de tal 
forma que sú hase mayor: coincido con la base de la semiesfora y Ja generatriz 
está inclinada hacia ol plano de la base bajo el ángulo a. Hallen el área total 

lel cono. 

857, En un cono circular recto se dan el áren do la base 5, y el área lato- 
ral S,. Hallen el radio de la osfera inscrita en el cono. 

$58. En un cono está inscrita una esfera de forma que el radio do la cár- 
cunferencia fle su tangencia con el cono es igual a /?, Una recta que pasa por el 
centro de la esfora y por un punto que yace en la circunferencia de Langencia, 
forma con el plano de la base del cono el ángulo z, Halen el volumen do! cono. 

859. Hallen el ángulo en el vértice en la sección axial de un cono si sabemos 
que en su superficje,.se pueden Lrazar tres genératrices perpendiculares en sí 
a pares. 

Pio. ¡Dos conos Tguales con ángulo en el vértico en la socolón axial. están 
dispuestos de modo que el eje" de cada uno de ellos es la generatriz del otro, 
Hallen el ángulo entre las dos generatrices por las que dichos conos se intor- 
secan. 

861. Un plano paralelo a la baso de un cono y que pasa por el centro de ta 
esfera inscrita en dicho cono, divide a óste en dos partes, cuyos volúmenes.son 
iguolos, Hallen el ángulo ontre la gonoratriz del cono y el plano de su baso. 

862. En un cono equilátero está inscrita vna semiestera do modo que su 
círculo mayor se encuentra on el plano do la base del cono. Hallen la razón en 
la que la circunferoncia de tangencia divido la superficio lateral de la semios- 
fera y la superficio lateral del cono. 

863. En un cono están dispuestas dos esferas de modo que ellas son tan- 
gontes entro sí y u la suporficio del cono, La razón entro Jos radios do dichas 
esforas es igual 'a mo; n (n > n). Mallen ol ángulo on el vértico de la sección 
axial del cono. 

804. Demuestren que la razón entro el volumen del cono y el volumen de 
ln esfera inscrita en él es igual a la razón entro el áren Lotal del cono y el árca 
de la esfera, 

865. En un cono truncado está inscrita una esfera, cuyo volumen constituya 











£, del volumen del cono. Hallen el ángulo entro la genoratriz del cono y el 


plano do su hase inferior. - 

866. En una semiesfera ostá inscrito un cono, cuyo vérticé coincide con el 
centro de la circunferencia que sirve de base a la somiesfera. El plano de la 
baso del cono es paralelo al plano do la base de la semieslera; la recta que uno 
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el centro de la base del cono con un punto, tomado al azar, en la circunferencia 
del círculo mayor de la semiesfora constituye con el plano de la base del con el 
ángulo «. Hallen la razón ontre los volúmenes de la semiesfera y del cono. 

867. En wn cono está inscrita una esfera, Su línea do tangoncia divido el 
área de la esfera on la razón m : m. Halen cl ángulo entro la genoratriz del 
cono y su oj 

868, En un cubo está inscrita una pirámide, Uno de sus vórticos es el con- 
troide de la cara del cubo, los otros cualro son los vértices do las caras opuestas 
dol cubo. En la pirámido está inscrita una esfera, ¿En qué razón divide el volu- 
men del cubo el plano paralolo a la baso de la pirámido, que pasa por el centro 
do la esfera? 

869. Una esfera os tangento a la superficio lateral de un cono por la circun- 
ferencia de la base, Con ello, el área de la superficio de la osfora so divide on 
partes do las cuales una de ollas cs n veces mayor que la otra. Hallen el ángulo 
entre la gencratriz del cono y ol plano de su hase, 

870. Una pirámide triangular está circunscrita a un cono. La superficio 
lateral dol cono,se divido por las Jíncns de tangoncia en partes, entre cuyas áreas 
existo la razón 5 : 6.7. ¿En qué razón dividen dichas línoas el área lateral de 
la pirámide? 

871, En wn cono está inscrito un cíliadro, cuya Área total es igual al rea 
lateral «el cono. El ángulo entro las goneratricos del cono on su sección axial 
es igual a 90%, Demuestron que lo distancia desde el vértice del cono hasta la 
baso superior del cilindro es igual a la mitad de la generatriz del cono 

872, Dos conos tienen base común. En la sección axial común la genoratriz 
de uno de ellos es perpendicular a la generatriz opuesta del otro. El volumen 
do uno de los conos es dos veces menor que el del otro, Hallen el ángulo entre la 
generatriz del cono mayor y el plano de las bases de los conos. 

873, De un punto tomado en la superficie de un esfera se han trazado tres 
cuerdas iguales. *l ángulo entre cada par de ellas es igual a o, Mallen Ja longitud 
de las cuerdas si el radio de la esfera es igual a A 

874. La base de una pirámide es un triángulo isósceles, en el que cada uno 
de los lados Jateralos os igual a a, en tanto que el ángulo entro ellos es igual a . 
Dos caras laterales sun perpendiculares al plano de la base, mientras que la 
tercera forma con eli el ángulo f. Hallen el radio de la esfera inscrita en la 
pirámide. 

875. Por los puntos medios de las aristas de un cubo pasa una esfera Lan 
gente a una de las hases del cubo. ¿Qué parto del volumen del cubo so encuentra 
en el interior de la esfera? 

876, En wn cubo con arista a ostá inscrita una osfera do modo que su supor- 
ficie es tangento a todas las arístas del cubo, Hallen el volumen de la parte de 
Ja esfera comprendida dentro del cubo, 

877. Lo arista de un cubo os igual a a. Hallen ol radio de dos osforas iguales 
que puedon ser introducidas en ol cubo de forma que ollas no pueda desplazarse 
en ol íntorior del cubo cuando ésto se pone en movimiento, 

878. En un cubo con arista a está inscrita una esfera. A continuación, en 
wno de los ángulos triedros en el vértico del eubo está inscrita la segunda esfera 
tangente a la primera. Hallen ol radio do Ja segunda ostera, 4 

'879. Una esfera pasa por los yértices A, B y D del cubo ABCDA,B,C,D, 
y for sl punto medio de la arista 4,24, Hallon el radio de la esfera sí la arista 
del cubo es igual a a. 

880, Una osfera os langonto a tros caras dle un cubo que contienen un vértico 
y tros aristas do dicho cubo, que contienen ol vértice opuesto. Hallen la arista 
dlel. cubo sí el radio de la esfera es ignal a R. ER 

881. Una oslera os tangento a tros caras do mn cubo que contienen un vértico 
y pasa por el vértice del cubo opuesto al primero, Hallen el radio de la esfera 
si la arista del cubo es igual a a. á 

882. Una esfera es tangente a tres aristas de un cubo que contienen un 
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vértice y pasa por el vértice del cubo opuesto al primero. Hallen el radio de la 
esfera si la arista del cubo es iguala a. 

883. Una esfera pasa por los puntos medios de tres aristas de un cubo que 
contienen un vértico, y por el vértico del cubo opuesto al primoro, Hallen la aris- 
ta del cubo si el radio de la esfera es igual a /f. 

884. Una esfera es tangente a cuatro aristas de un cubo pertenecientosa una 
do sus caras y a la cara opuesta, Hallen la razón entre el volumen de aquella 
parte de la esfera, situada fuera del cubo, y el volumen de la osfera. 

885. Una esfera pasa por los vértices do la baso inferior de un cubo y es 
tangente a las aristas de su baso superior. Hallen la razón entro la arista del 
cubo y el radio de la esfer: 

886. Una esfera es tangente a todas las aristas de un prisma cuadrangular 
regular y a su baso, Hallen la razón entre ol área do la superficio de la esfera, 
situada fuera del prisma, y el área total de éste. 

887. Una osfera está inscrita on un prisma recto, cuya base os un triángulo, 
en el cual la perpendicular bajada dol vórtico del ángulo recto a la hipotenusa 
es igual a h y forma con uno de los catetos el ángulo a. Halen el volumen del 
prisma. 

888. En ol prisma triangular regular 4BCA,B,C, por el lado AB do la baso 
s0 traza ua plano que asimismo pasa” por el vórtica €, de otra base. En la pirá- 
mido CA BB,A, (C, e8 el vértice) ostá inscrita una esfera. Halen el ángulo 
entre el plano ABC, y el de la base del prisma. 

889. A una esfera está circunscrito tn paralelepípedo recto, euyo volumen 
es m veces mayor que el de la esfera. Hallen los ángulos en las bases del para- 
Jelepípedo. 

890. La arista de un Letraedro regular es igual a a. Hallen el radío de la 
esfera tangente a las caras laterales del tetraedro en los vórtices de la base. 

801. La arista de un tetraedro regular os igual a a. Hallen ol radio do la 
gófora tangente a las caras Jaterales dol tetracdro en los puntos que yacen en los 
Jados de la base. 

892. Demuestren que si los vértices de la base inferior de un prisma brian- 
gular recto yacen en la superficie de una esfera, en tanto que los lados de la 
Base guporior son tangontes a dicha esfera, el prisma eo regular. 

893, Una esfora es tangeto a todas las caras laterales de una pirámide trian- 
gular en los centros de las circunferencias circunscrita a ellas. Cada ángulo 
plano en el vértico de la pirámide es igual a 2, en tanto que la suma do las 
aristas laterales es igual a 30. Hallen el radio de la esfera. 

894. La altura de una pirámide triangular os igual a 17, la suma do los 
nueve ángulos planos en los vértices de la base es igual a o. Hallen el radio de 
la esfera quo es tangente a todas las caras laterales en los puntos de intersección 
de sus medianas. 

805, El área lateral de una pirámido tringular es igual a $, en Lanto que 
el lado de la base, a a, La esfera es tangente a tres aristas de la base en sus 
puntos medios y corta las aristas laterales por sus puntos medios. Hallen el radio 
de la esfera. 

896. Todos los ángulos planos on el vórtico $ de una pirámide son rectos. 
Demuestren que el vérlico $, el centro de la esfera circunscrita a la pirámido 
y el punto de intersección de las medianas do la base ABC yacen en una mis- 
ma recta. 

897. Una esfera de radio A está inscrita en una pirámido en la que el ángulo 
de inclinación de cada una do las caras os igual a a. Hallen el volumon de la 
pirámido si su baso es un rombo, cuyo ángulo agudo os ignal a $. 

898. En la pirámide regular SABCD, con el vértico en $, el lado de la 
baso es igual a a, la arista latoral, a 0. La primera esfera con centro en el punto 
0, es tangente a los planos SAD y SBC en los puntos A y B, respectivamento, 
mientras que la segunda esfera, con contro en el puntoOz, es tangente a los 
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planos SAB y SCD en los puntos B y C, correspondientemente, Hallen el 
volumen de la pirámide AB0,0y. 

899. Hallen el radio de la esfera inscrita en una pirámide cuadrangular 
regular si el volumen de ésta es igual a V y el ángulo entre dos de sus caras 
opuestas es igual a, 0. 

900. La base de una pirámide es un triángulo Isóscoles en el que cada uno 
de los ángulos ¡Guelonos gon] a a y el lado común de estos ángulos, a a. Cada 
una de las caras latorales do la perla está inclinada hacia el plano de la base 
bajo el ángulo f. Hallen el radio do la esfera inscrita en la pirámide. 

901, Én vna esfera de radio R está inscrita una pirámide cuya base es un 
cuadrado. Una de las aristos lateralos es perpendicular al plano do la hase, 
mientras gue la mayor arista forma con 6 un ángulo «a. Hallen el área lateral 

lo la pirámide, 

902. En una pirámide cuadrangular regular el ángulo plano en el vértice 
es igual a o, la altura de la pirámide es igual a e sirve de diámetro a una 
esfera, Hallen la longitud de la línea de intersección de las superficies de la 
pirámido y la esfera, 

903. En una pirámido cuadrangular regular se encuentran dos esferas 
tangentes entre sí y a Lodas las caras de la pirámide. La osfera inferior también 
es tangento a la baso do la pirámide. La razón entre los radios de las esferas 
grande y pequeña es igual a n. Hallen los ángulos diedros de la pirámide. 

904. En una pirámide triangular regular el ángulo plano en el vórtice es 
igual a e. En ella está inscrita una esfera. ¿En qué partes divido ol área de la 
esfera vn plono trazado por los puntos de tangencia de ésta con las caras latera- 
des de la pirámide? 

905. La arista lateral de una pirámide cuadrangular regular es igual a Y 
y el ángulo formado por la arista lateral y el plano de la base, igual a a. En 
esta pirámide está inscrito un cilindro equilátero de forma que una de sus genera- 
trices está situada en la diagonal de la base de la pirámide, en tanto que la 
circunferencia de la base es tangente a dos de las coras adyacentes laterales de 
la pirámide. Hallen el radio de la base del cilindro. 

906. En un cilindro, cuya altura es igual a /7 está inscrita una pirámide. 
Dos caras de ésta son perpendiculares al pleno de su base, mientras que dos aris- 
tas laterales forman Con el plano de la base ángulos, cada uno de los cualos es 
igual a a. El ángulo entro estas aristas es igual a P. Hallen el área lateral de la 
pirámide. 

907, La arista do un tetraedro regular es igual a a, Una superficie cilín- 
drica pasa bra de Sus aristas y por todos sus vértices, Hallen el radio de la 
base del cilindro. 

908. Las bases de vna capa esférica y un cilladro coinciden, El volumen 
del cuerpo comprendido entre sus superficies laterales es igual a 3611 cr", Halen 
Ja altura del cilindro igual a la altura de la capa esférica 

909. En un cono con un radio igual a R on la base está inscrito un prisma 
triangular con arístas igualos de forma que su basé yace en el plano: de la base 
del cono, Halen el volumen del prisma. si el ángulo entre las generatricos del 
cono y el plano de su base es igual a a. 4 ñ 

910. En un cubo, cuya arista es igual a a, está inscrito un cono recto cir- 
cular con ángulo entro las goneratricos en la sección axíal igual a a. Hallen la 
longitud de la generatriz y cl radio de la base del cono si su altura yaco en la 
diagonal del cubo. 

911. Elcubo ABCDA,B,C,D, está inscrito.en un cono en el quo el radio do 
la base es igual aR y su altura, a R Y2. La base ABCD dol cubo ostá situada 
en-Ja baso del cono, en tanto que los puntos 4,, B,, C; y Dy, en su Superficie 
Jateral. Hallen el área del triángulo: A,C,M, donde Af es'el punto de intersección 
de la recta BD con la circunferencia: de la baso. ñ 

912, Dos conos tienen bases concóntricas y altura común igual a //, La 
diferencia entre Jos ángulos que forman las generatrices con el eje es igual a $ 
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el ángulo entre la generatriz del cono interior y el plano de la hase es igual a a. 
Hallen el volumen de la parte del espacio comprendido entro las superficies 
de los conos. 

913. Los lados de un trapecio isósceles son tangentes a un cilindro, cuyo 
eje es perpendicular a Jos lados paralelos dol trapecio. Hollen ol ángulo entre 
el plano del trapecio y el eje del cilindro si las bases del trapecio son iguales 
aa yb (a > b) y su altura, ah, 

914. Én una hoja reclongular de papel, en el qyo wn lado es igual a a 
se han construido cinco circunferencias, una de las cuales tiene un radió igual 


La distancia entre los centros de las circunforencias es igual 








ñ a 
a ¿Y la ota, a q 


222, on tanto que la línea de los centros es paralela a lá baso, dol rectángulo. 


3 
A las circunferoncias so ha trazado una tangente interior común, Hallen la 
distancia entro, los puntos de tangoncia después de enrollar la hoja en forma 
de una superficio cilíndrica circular, cuyo eje es perpendicular a la línea de los 
contros de las circunferencias. 

915. Están dados un cubo y una pirámide cuadrangular regular, enya 
arista Jateral es igual a b, Los vérlicos de. una de las caras del cubo son los pua- 
tos medios de las aristas de la base de la pirámide, mientras quo cada waa de las 
aristas de la cara opuesta del cubo corta una de las aristas latorales de la pirá- 
mide, Hallen el volumen de la parte del cubo situada fuera de la pirámido, 

$16, En un cubo, cuya arista es igual a a, so ha trazado una diagonal. Las 
aristas del cubo que convergen en uno de los extremos de la diagonal están 
divididas por la mitad. Los puntos de división obtenidos y el otro extremo de 
Ja diagonal ss han toniudo como los vórticos de una pirámido, Hallen el volumen 
de esta Cer 

917. Lus aristas de una pirámide triangular, que salen del vértice A, son 
perpendiculares a pares e iguales u a, y y e. Hallen el volumon del cubo inscrito 
en la pirámide de forma que uno de sus vértices coincide con el vértice A. 

918. La arista lateral de una pirámido triangular regular es igual a b y for- 
ma con el plano de la baso el ángulo a. En la pirámide está inscrito un cilindro 
equilátero de forma que su base inferior yace en el plano de la base de la pirá- 
mide. Hallen la altura de la pirámide. 

519. En una hoja de papel, ques el cuadrado PQML, se ha hecho un agu- 
jero en forma del triángulo equilátero ABC de manera que AB || P£ y AB: 
3 PL =1:;2. A continuación, el cuadrado se ha enrollado en una superficie 
cilíndrica circular, cuyo ojo es perpendicular al segmento AA. Hallen la razón 
entre el área del cuadrado y el área del triángulo ABC, cuyos vértices yacen en 
la superficio cilíndrica. 
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Al resolver problemas estercométricos para buscar los valores 
máximos y mínimos vamos a observar el mismo plan que empleába- 
mos al resolver problemas planimétricos dedicados a determinar Jos 
valores máximos y mínimos (cap. 4, $ 7). 

ErEmbLO 1. Un cubo se corta con un plano que pasa por una de 
sus diagonales. Demostremos que tiene la monor área aquella sección 
vi 


quo forma con el plano de la baso el ángulo arecos 
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soLucioN. La magnitud que vamos a optimizar es S, es decir, 
el área de la sección. Sea la arísta del cubo igual a a (magnitud conoci- 
da) y B,KDL, cierta sección (fig. 159). Introduzcamos una variable 
independiente: C¿K = x. Do acuerdo con el sentido del problema, 
es evidente que 0< 2 <a son los límites reales de la variación 
de z. 

Expresemos el área S de la sección con z y a, Ante todo, señale- 
mos que en la sección hemos obtonido un paralelogramo, ya que las 
líneas de intersección de dos planos paralelos con tercer plano son 
paralelas entre sí. El área del paralelogramo se puede hallar con 
la fórmula B,K-KD-+sona, donde « = ZB¡KD. Del triángulo 
B,C,K_ hallamos: B,K = YPF y del triángulo DKC, DK = 
=VY 4 +(a 2). Del triángulo B,KD, según el teorema do los 
cosonos, obtenemos: B,D? = B,K? + KD* — 2B,K+KD:cos 0, es 
decir, (a Y3P = (2 +22) + (0 4 (0 —2)) -2/F +27 
x VE la — 2) cos a, do dondo después de una serio de trans- 
formaciones obtenemos: 








atar 


a Ta 
Entonces, sena == T=cota=/ 1 RT 
Aa a Y 24 237 das 

TIA 

Como resultado, obtenemos: S=B X-KDsna=Y4 Fx x 

Fra. VAR VIA da. 

xViFla—ap. TV =0V 24228 2az. 
Es preciso hallar el valoc mínimo de la función S(=)= 
- y] .— ; AÑ 

a 27 TF 284—20z en [0; a). S'=4 VAT 

En el caso dado no hay puntos donde S” no exista, ya que el 
denominador de la derivada no so reduce a cero en ningún lugar (de 
acuerdo con el planteamiento ax, entonces a? >ax y 2 + 


+ 2 — 2ar > 0). $ =0 si 22—a=0, es decir, con a =>. 
Con el fin de hallar el valor menor do la función sólo nos 
queda calcular los valores de la función 'S (2) en los oxtremos del 


segmento [0; a] y compararlos con el valor” de la función en el 
punto ==. Tenemos: S(0)=0*Y2, S(0)=0*/2, s(4)= 
_ ayb ayi 

== a 








. El valor mínimo de la función $ (%) es igual a 


Este se alcanza conz=-3. 
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En el problema hay que demostrar que el ángulo mínimo que 
por el área de la sección forma con el plano de la base, es igual 
a arccos-ZE, Para demostrar esto hocho hagamos uso de la fór- 
mula Spare = Saec cos q. donde q es el ángulo entre los planos de la 
sección y de la base. Tenemos: at=EYÓ cos, de donde halla- 


cp ya , es decir, puarecos LL. 








mos 
3 


BsemPLO 2. Un tronco de 20 dm de longitud tiene la forma de un 
<ono truncado con diámetros de las bases 2 y 1 dm. Es necesario 
cortar del tronco una vigueta con sección transversal cuadrada, cuyo 
eje coincida con el del tronco y cuyo volumen sea el máximio. 

soLucióN, La magnitud que vamos a optimizar V es el volumen de 
Ja viguota, o sea, el volumen de un paralelepípedo rectangular con 
base cuadrada, 

En la sección axial del cono, que al mismo tiempo es la sección 
diagonal de un paralelepípedo rectangular, obtenemos (fig. 160) 








Cr 
LN 
E 
L Ys 
7 d 
á D 
pl y AA 
Fig. 159 Fig, 160 


un trapecio isósceles (sccción axial del cono truncado), en el que 
está inscrito un rectángulo (la sección diagonal del paralelepípedo 
rectangular). Designemos con z Ja altura del paralelopípedo, es decir, 
la altura del rectángulo en la sección axial: KM = 2. Los límites 
realos de variación de 2:0<x<20, 

Mallemos el volumen V del paralolepípedo rectangular. El sog- 
mento FK es la diagonal de la baso del paralelepípedo. Hallemos 
FK. Tenemos: PK == EM = AD —2MD =2 —2MD. Tracemos 


CL. AD. Entonces, LD = AD — AL = 1 —0,5 = 0,5 dm. Como 
los triángulos KMD y CLD son somojantos, £2L = MD. o son, 


z _MD 
DE? 


PK =2—2MD=2-= 


de donde hallamos: MD = gh y, por consiguiente, 
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El área del cuadrado, que es la base del paralelepípedo rectan- 
gular, puedo ser hallada con la fórmula S=-Fd?, donde dí es la 


diagonal de la base, es decir, d=FK. Así, pues, Sho =-F (2- 
-+). Como la altura del paralelepípedo es igual a x, para-el 
volumen obtenemos el siguiente resultado: V= 4 (2— E)'+ 
Para la función Ve=-F (2— $5)” z hay que hallar el valor má- 
ximo en el intervalo JO; 20]. 
.. E] 1 xy2 03 
Tenemos V'=2 (23) (57) 2+ (2-5) '=(2-5)x 
x( -%) 
20)" 
V'=0conx=40 o bien conz==2%. El valor do x.=40 no per- 
tenoce al intervalo que consideramos. El valor máximo de la fun- 


e 4 320 
ción es igual a 22, 


Hallemos la interpretación del resul- 

















tado de este problema. Con el fin de 

ES oil cortar del tronco la vigueta de mayor 
3 volumen, hay que separar la parte más 

delgada del tronco de forma que quede 

v | o (22 [ 10 | un tronco de 13 < dm de Jongitud y, a 
continuación, del tronco obtenido cortar 














una vigueta con sección transversal cua- 
drada (ésta se determina con el cuadrado inscrito en la base me- 


nor del tronco de 43 dm de longitud). 


EJEMPLO 3, Á una esfera de radio r está circunscrita una pirámide 
cuadrangular regular. Hallen el valor mínimo de su área lateral. 

SOLUCION. La magnitud a optimizar es S, es decir, el área lateral. 
Introduzcamos la variable independiente, Recordemos quo el centro 
O de la esfera inscrita yace en la altura de la pirámide regular y, 
precisamente, en el punto de intersección de la altura con la bisectriz 
OK del ángulo entre la altura MX do la cara lateral y la proyección 
HK de dichá altura en el plano de la base (fig. 161). OH = r os el 
radio de la eplera inscrita. Hagamos 20KH = zx. Los límites reales 
de variación de 2: 0<x< F. 

Expresemos S conr y z, Del triángulo OKH hallamos; HK == 
=retgx; del triángulo HKD hallamos: KD=HK=rctgx; del 


triángulo MAX hallamos: MX =-2=-282.. Entonces, S= 
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= 480 non=4KD-MK =4r 019 282 a 49 E 


Hallemos el valor mínimo de la función Sarárt LÉZ en ol 
intervalo Jo; E[. 


2tgs (— 





) eos 22-42 5on Pe clgtr 
Cova 


0 x 


1 Sm Arz 
Tenemos: S' == 4ri tz 





x olga (otg asen 22— 272.) ; 


S' no existe sí cos2x=0 o bien senz==0, lo que no se cumple 
en el intervalo Jo; $ 


S'=0 si ctgz=0, lo que no se cumplo en el intervalo Jo: H 


o bien si elg asen 20— 252% 20. Resolvamos esta comnción trigo- 
us NT 


ET 
nométrica. 
Tenemos consecutivamente: 





cosssenZr _ 005% _p 
sena cr) 


son 2 cos zx sen 22— cos 21 =0, 
sonz27—2c082x=0, 
1—cos?21—2cos2r=0, 
cost 274200522 —1=0, 
(cos 22), =—1 4 Y 2, 
Sólo nos sirve el valor cos 22=Y2—1, de donde se desprende que 
z =-Farocos (Y 24). 


Con el fin de cerciorarse de que con el valor hallado de x la función 
$ (2) adquiero el valor mínimo, calculemos los límites unilaterales 


de la función en los extremos del intervalo ]0; ¿[| 








ea diag ita: 
A 





= +00, 





. 
S(2)=4r2 lim ueno 
miso 





Esto significa, que en efecto en el punto obtenido la función S (z) 
tiene el valor mínimo. Calculemos dicho valor. 


Tenemos: S=4r! 22, con la particularidad do que cos 22= 
4 


=V2I—1. Como 1+etgta= = 2, cigta= 


senta cos Zr 








Tos 27 
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-1=Y2-4+1, Así, pues, Smin= 4 





A — 
1 (121) 
=4r2(Y 241) 


Retornando al problema geométrico inicial, Megamos a la con- 
clusión de que el valor mínimo del área Jateral de la pirámide cua- 
drangular regular, circunscrita a la esfera de radio r, es igual a 
ar (y E + 4)%, 

EJEMPLO 4. En una esfera está inscrita una pirámide n-gular. 
¿Con qué ángulo diedro entro la cara lateral y el plano de la base de 
la pirámide el volumen de ésta será el máximo? 

SOLUCION. La magnitud que vamos a optimizar es V, o sea, el volu- 
men de la pirámide. Introduzcamos una variable independiente. 





Fig. 161 


Representemos en la fig. 162 la n-ésima parto de la pirámide: MAB 
es la cara lateral, M0, la altura. Designemos el radio de la esfera 
con Ja letra A (parámetro auxiliar). Hagamos MB = z. Los límites 
reales de variación de x: 0 <x<2R. 
Expresemos V con z y R. Hagamos uso de la conocida fórmula 
para calcular el radio de la esfera inscrita en el caso de una pirá- 
13 


mide regular; R==a > donde bes la arista lateral, H, la altura 
. . 


de la pirámido, Entonces, R==f>, de dondo M==F7p. Del tri- 








jam 
ángulo MBO hallamos 08 =Y MBYZMO%0= / 22—fpp. Como 


AB es el lado de un n-gono regular, LA0B= TZ y, por osa ra= 


160, Sa ano == 40-OB son 22 => (22) sent. 
ñ 


lo) 


1 
De modo que Y =-5Spasell == E: 








2 
nsn—L 
7 


=—m— (+4). 
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Hallemos el valor máximo de la función V=k(2%— 


el intervalo JO; 2R[ AE abreviar hagamos lee —ppp— 
nomos Vi ==k (421 ir) . 
Do la ecuación V/==0 hallamos: 20, ¿=RY/ E, 





= RYL. Do estos tros valores ul intervalo 10; 2RI sólo per- 
z 

tenece z=R vz. E 

Tenemos: lím V (2)= lím V(2)=0. Es decir, conz=t/ E 


xo 3-2 
16ROn sen 22 

la función Y (2) alcanza el mayor valor. El es igual a ——7 
En el problema es preciso hallar el ángulo MDO para la pirá- 
mide de volumen máximo, donde MD es la altura de la cara late- 


ral. Hagamos 4 MDO=q. Tenemos: MO==2 (poniendo en 








lugar de x el valor hallado más arriba R 3). Del triángulo 
3 8 
2rRy2 


BDO hallamos: OD=0Bcos e 3 





8. 


«cos, 


En tal caso, tq == VÍ, De manera que q= 
0-5 = que y 
cos E 


=arctg Y O 
Cos 


PROBLEMAS PARA EL TRABAJO INDIVIDUAL 


920, Domuestren que de todas las pirámides cuadrangulares regulares, en 
las que la. suma de la altura y Jos lados de la baso es constante, el volumen 
máximo lo tiene lo pirómido en la que la cara Jatoral forma con el plano de la 
base un ángulo do 45". 

921. El área de la base de un paralolepipedo rectangular es igual a 1 om? 
y.)a Jongitod de su diagonal, a 2 cm. Hallen: a) el volumen máximo; b) ol área 
fateral máxima. 

922. La suma de los cuadrados delas longitudes de todas las aristas de una 
pirámido triangular regular es igual a P. Hallen el valor máximo del área lute- 
ral do la pirámide. 
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923. La hase de Ja pirámide MABCD es wn cuadrado. MB, la altura de 
la pirámide. Hallen el valor mínimo de la longitud de la arista M£D si el volu- 
men dela pirámide osigual a 9 em. 

324, Entre los pirámides ngulares regulares con Jongitud constante 
de la arista latoral, hallen la pirámide con el volumen máximo (calculen el 
ángulo entre las arístas laterales y el plano de la 
base de la pirámide). 

925. Entre las pirámides n-guleres regulares 
con área constante de la cara lateral, hallon la 
pirámido con ol volumen máxima (calculen el ángulo 
entre la cara latoral y ol plano de la base), 

926. «La casita» ostá constituida por dos prismas 
roctos con bases cuadradas y triangulares, con la 
particularidad de que la baso triangular es un trián= 
gplo rectángulo. Jnósceles (fig. 163). ¿Cuál debe ser 
ol lado dol cuadrado para que el volumen de «la casí- 
ta» sea ol máximo si Sabemos que el porímetro de su 
Fig. 108 baso es igual a 24 m? 

927. En una pirámido cuadrangular regular se 

trazan secciones paralelas a dos aristas no imterse- 

cantes. Demuestren quo la sección que pasa por la línea modia de la base do 
a pirámide es la que tiene la máxima área. 

928, La base de la pirámido MAZC es el triángulo rectángulo isóscoles ABC 
(4B = BC), Las caras MBC y MAB son perpendiculares al plano de la hase, 
MC =2/ Zem. ¿Con qué altura de la pirámido el área de la sección que pasa 
por los puntos By M y que divide por la mitad AC, será la máxima? 

929. Por la diagonal de la base de un prisma cuadrangular regular se ha 
trazado una sección que con la otra base tieno por lo menos un punto común. 
Hallen el área máxima y mínima de semejanto sección si las aristas del prisma, 
que salen de un mismo vértice, son iguales a 3 /2, 3 2 y 2cm. 

930. Demuestren que de todos los paralelepípedos rectangulares con base 
cuadrada, inscritos en una semiesfero, el volumen máximo lo tiene el cubo. 

931. Demuestren que de todas las pirámides que tienen en su baso un telán- 
gulo isósceles y que están inscritas en un cono de volumen prefijado, el volumen 
máximo lo tiene una pirámide regular, 

392, Hallen el rca máxima de la aección de un cono con un plano que posa 
por su vértico si el radio de la base del cono es igual a R y su altura, a H. 

933, Un cilindro termina por arriba en una semiesfera, El volumen dol cuer- 
po es igual a Y. ¿Con qué radio de la somiesfora el área total del cuerpo será la 
mínima! 

934, El porímotro do un triángulo isóscelos es igual a 2p. ¿Cuáles deben ser 
sus lados para que sea ol máximo ol volumen del cuerpo obtenido debido a la 
rotación de dicho triángulo: a) alrodedor de la baso; h) en torno. al la altura 
trazada a la base? 

935. Del círculo dado so corta un sector y se enrolla en forma de un embudo 
cónico. ¿Cuál debo elogirse el ángulo central del s«ctor para que el volumen del 
embudo sea el máximo? 

936, En el cono dado inscriban ol cilindro de volumen máximo. 

937. En una esfera do radio R ostá inscrito un cilindro, ¿A qué será igual la 
altura de un cilindro que tenga: ajel volumen máximo; b) el área lateral máxima? 

888: ¿Con qué altura del cono inserito en la estra dada de radio A; a) el 
volumen del cono será el máximo; b) el área lateral del cono sorá la máxima? 

939, Un cono está circunscrito a una osfora do radio R. ¿A qué será igual la 
altura del coño que tiene: a) el volumen mínimo; b) ol área mínima lateral? 

940. Hallen la altura del cono de máximo volumon circunscrito a la semi- 
esfera de radio R. 

941. En la esfera dada está inscrito un cono de volumen máximo en el quo, 
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a, 2u vez, está Inscrita una esfera, Hallen la razón entre los volúmenes de las 
esferas. 

942, En una esfera está inscrito un cono de volumen máximo. A su vez, 
en el cono ostá inscrito un cilindro de: volumen máximo, Hallen la razón entro 
la altura del cilindro y el radio de la esfera, 

943, En un cono con generatriz constante está inscrito un prisma hexagonal 
rogular, cuyas aristas son funles, ¡Con qué valores del ángulo entre la generatriz 
del cono y ol plano de la baso el ároa lateral del prisma sorá la máxima? 

944. En una pirámido cuadrangular regular está inscrito un cilindro de 
forma quo la circunferencia de su base superior os tangento a todas las caras 
laterales de la pirámide, mientras que la baso inforior yace en el plano de la 
baso de la pirámido, ¿Qué parte de la-altura do la pirámido debe constituir la 
altura del cilindro para que el volumon de ésto sea el máximo? 

245. En una semiestora de radio X está inscrito un prisma triangular regular 
de modo que una de sus bases yuco on ol plano dol círmlo mayor de la semies- 
fora, en tanto que el vértice de la otra baso pertenece a la superilole de la semi. 
esfera. ¿Con qué altura del prisma la suma de las longitudes de todas sus aristas 
será la máxima? 

946, Hallen el volumen máximo de una pirámido hexagonal regular inscri- 
ta en una esfera de radio R. 

947. A una esfera está circunscrita una pirámido n-gular con el área lateral 
mínima, Hallen el ángulo do inclinación de 8u arista lateral al plano de la base. 

948, En una esfera está inscrita una pirámido cuadrangular rogular, en tan- 
to que en ella está inscrito un prisma cuadrangular regular de forma que una 
do sus bases yace en el plano do la-baso de Ja pirámido y los vértices de la otra 
hase del prisma pertenecen a las aristas latorales de la pirámide, El lado de la 
hase y la altuga del prigma son iguales a 2a y a, respectivamente. Hallen el 
valor mínimo del radio de la esfera. ¿Con qué altura de la pirámide se alcanza 
dicho valor mínimo? 

949, La base dá la pirámido MABC es el triángulo rectángulo ABC en el 
que € = 90%, ZA = 60” y AC = 6 cm. La arista $A es perpendicular al pla- 
no de la base, SA = 3 cm. En la pirámide SABC está inscrita una pirámide 
con vértice A, cuya baso es la sección de la pirámide dada con un plano paralelo 
a las arístas SA y 8C. ¿4 qué será Igual el volumen máximo de la pirámide 
inscrita! 

950, La altura de una pirámide cuadrangular regular es dos veces mayor 
quo las diagonalos de su has, el volumen de la pirámide es igual a V-, Se cono 
sideran prismas cuadrangulares regulares inscritos en la pirámido de forma 
que sus aristas latoralos son paralelas a las diagonales de la base de la pirámide, 
tna cara lateral pertenece a dicha base, los vértices de la cara opuesta yacen en 
la superficie lateral de la pirámide, Hallen el máximo volumen del prisma, 

151. El volumen de una pirámido cuadrangular regular es igual a Y, el 
ángulo entre la arista lateral y el plano de la base, a 30%. En la pirámido está 
inscrito un prisma triangular regular de forma que una de las aristas laterales 

/ace en la diagonal de la base de la pirámido, una de las caras laterales es para- 
jela a la base de la pirámide, en tanto que los vértices de osa cara yacen on las 
caras latoralos do la pirámide. Hallen el máximo volumen del prisma, 
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SOLUCIONES E INDICACIONES 











Capítulo 
2. m, mV y 2m. 3. 56 y 20m. 4. 0/5cm,8/Wom. 5. e 
6. A 7. 10cm. 8.45, 20 y 25cm. 9. A. 
A 10, asetg, (| : tg 2) + Ma E e arccos 14212 A 





Designen Z. A=2w y AB=c. Expresen con c y z los catetos del triángulo y, 
a continuación, la Diseotriz.. 42. Designen Z ACK=2 ÁCB=a (CK es la al- 


tura, CM, la mediana, AC<BC), CK==h, LACB==, Expresen con h, a, 
z los segmentos AK, BX, MK y hagan uso de que 2MK=BK-—AK (véase el 
ejemplo 10 del $3). 15. 60m. 16. Y 10 cm. 17. ES em. 18. 7,2 cm. 








y Ú mm. Ísn-9 
COIN TTRCRIES VOI PESE Ir” 
2000 (45 +) cos (45 -%) 
ViFE cosa - y3 v3 
A 


2. UGD ETOS 24. Por el punto E tracen la recta EF || AB (el punto 


F yace en AC) y hagan las necesarias conclusiones del análisis del paralelo- 
gramo DBEF, 25. q (341). 26. 1:2. En el triángulo ADC tracen la 


linea” media,; 27. ——LL22,—. 28, arcsen VE; arcson E, 
Mc 
20. arotgÍL. 80. arcson 2, 24. 85%, Del punto M bajon las perpendi- 


eulares MX, ML y MN a los lados AB, AC y BC, respectivamente, designen 

ZBMC=wAM=k y oxpresen, pci, MN como el elemento de referencia 

con k y x cón ayuda de dos procedimientos, 37. 40 25%. 38. 4, 6 y Bom 

o bien 2/8, 4Y8 y 6 cm; obtángulo. 39. 0,75. 40. Reotángulo. 
CELA ae * 

Mo TEE. o VEDFS. 63. 1000. 44. 3//5, 10 y Mom. 


46. aresen / si k>2% no hay soluciones si 1<k=<2. 
2-11 
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ATP 

40. Yara 47. 45". 54. Consideren los casos cuando los triángulos 

son regular, isóscoles, rectángulo. Para el triáne 

gulo "arbitrario hagan uso de la afirmación del 

ejemplo 8 del $2.55, Dispongan el triángulo 

como se muestra ón la fig. 104 y tracen CD | 

ei BC, Hagan uso de la somejanza, do los triángulos 

AC'D y ABC, 56. Designen los ángulos con x, 2x 

y 4a y Con ayuda dol teoroma de los senos expresen 

los lados "mayores dol triángulo mediante cl 

menor, 87. 90%) 22930 y 67%30% Sem CH, CD y 

CM la altura, la biscotriz y la mediana, respec- 

" HATD Cc túvamento, del triángulo ABC. Designon' 20 = 

=6x, CH = h, hogan uso de qua Al + MIT ea 

Fig. 164 = BI — MH y expreson todos los elementos de 

osta Igualdad con h y z. 58. 4 + 2 == 90% 0 bien 

YA — B1 = 90”. Expresen AD y BD con ayuda 

de la altura ñ y los ángulos 4 y 2. Añialicen dos casos: 4 es Engulo agudo y A 
es obluso. 


B 


20m ELL. c99 2 E 
50. ——G E HK— + racon por el punto K la recta MP AC (ol 


punto M yace en AB, ol punto P, en BC) o introduzcan la designación MK <= 
=KP=PC=a, Del triángulo APC, con a, a y y, A5preson ol segmento KC 
y del triángulo MEK, el segmento EK. 61. Un rcotángulo;_u—b. 











62. VNmEn V20m + ámn dr). 63. 47, 10, 24 y 1337 cmo 
VERE 2 cos a Feos 2 MM) asen 

64. PY . 65, 2Y/2co5 AT) 0 rosa 

ben a ES 7 a 4 AN 

aFbcosa * > BREQOS <p  arcsen —— y m—aresen —g— si 





V2<*=<2 no hay soluciones si k<Y2 0 bien,k>2. 69. Designen los 
lados del paralelogramo con a y ka y las diagonales, cón d y kd. Empleando 
lu fórmula que liga las diagonales y los lados, establezcan la dependencia entro 


B a c B c 
97) 
AA 
L 
A K D A K M D 


Fig. 165 Fig. 166 


a y d y, a continuación, utilicon dos veces el teorema de los senos, 70, Desig= 
mn ZAPB=a  ZADB=f y  desmuestren que tg(a+f)=4 
a. V arroz (Y at DA sen? a. -00s a.-4-b1 sen? 22). Con el fin de buscar el ángulo 
cbiuso entre cl lado menor y la diagonal menor empleen el tooroma de los 
senos y, E A la diagonal con o del 5 de los cosenos. 
1? + 9%) (1 —m: (+99) (10m " 
o ETA! Designon los 
lados del poralelogramo con pz, qz y las diagonales, con my, ny; hagan uso de 
la fórmula que liga los lados y las diagonales del paralelogramo, después apli- 
quen el teorema de los cosenos para expresar una de las diagonales con los 


14. 









y n—Aarcoos: 
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lados, 73. 3arccos A y n—3arecos A si k> 2; no hay soluciones si 


k<2 Sea BC=a, AB=b, AC=d (fig.505). Tracen la biseotriz CK en el 
A ADC. Del A ACK isóscoles expresen AX y CX con a y LACK=x, De la 


semejanza de los A ABC y ACKD deduzcan la dependencia =2c08z. 


Aplicando al triángulo ACD el teorema de la bisectriz, deduzcan la dependon- 
cia d=20c0s +. Añadiendo a las relaciones obtenidas la condición del pro- 


blema rs (a-+-0), oxcluyan de las igualdades a, b y d y obtengan la relación 








k42 3 ac ad 
cos de 78. 15cm. 79. 16cm, 80. 20m. 8. Ep), q 
a 


82. 14; 412,55; 20,4 y 16,9 cm. 83. hctga. 84. 1,5. 
2. 87. Del triángulo regular ADD 


análoga para MP. 88. AC1= AD?4-CD*—2 AD-CD-008 D, BD? = AB 4- AD? 
—?24Ab- 





recta EF (| AD(| BC (fig. 167). De las razones =p" === AD 


establezcan que EM=MF. 90, Lx. Véase la indicación al anterior pro- 
blema. 91. 40 cm. Demuestren que los ángulos AKB y CED son rectos y que 
la línea media del trapecio yace en KE (vénso el problema 76). 92: 4 y cm. 
El segmento OK se halla del triángulo rectángulo OCD. En el triángulo OAB 
Iracen OP 1. AP y, después de considerar los ángulos formados demuestren que 








hab e 00/8 5 
OM=AM y OM=BM, 9. Fr. 7%: 9Y3 y 18cm. 98. ae 
x VnF, Ly. 99. 4VZ y 18 cm. 4100. arccos 2Y NM 





101. 25en (a+) . 102. Hagan uso de que PXLM es un paralelogramo (los 


puntos P, K, L, M son los puntos medios de los 
lados consecutivos y, udemás, de que PELF es 
un paralelogramo (2 'y F son los puntos medios 
de las diagonales). 103. Empleen los razona- 
mientos en la solución del anterior problema. 
104. Supongan lo contrario, qúe uno de los ángu- 
log entro las diagonalos es agudo y ol otro, obtuso 
y hagan uso del teorema 9 on el $ 1. 405, Tra- 
cen la diagonal y demuestren gue su punto medio 
yaco en el segmento prefijado. 106, 2a Y 7. 


407. 150*, 90*, 108. arotg 2. Calculen las tangen- 
Fig. 167 tes de los ángulos BAO, OAD,ODA yODC y con su 
ayuda hallon la tangonte del ángulo M1. 109, arotg $- 


Introduzcan los designaciones: AB = 2x, BC = 3z, BD = 4Y 2z, Del triángu- 
lo ABD expresen AD con z según el teorema de los cosenos; establezcan que 
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BAD es obtuso, hallen este ángulo de acuerdo con el teorema de los senos. 


110. A Designen: 4 BAE=a, LKAD=P, LBAK=x=, AD=a, 
Alma. Expresen con y m los segmentos BZ y KD, a continuación, tg a 
taB y hagan uso de que tgz=0tg(a-+p). 115. 30%, 60%, 108% y 456%, 


6. 2 5 — RATA 

116. 2 com M7. EB+V3.118. 2/Rr. 149. A -. 
n+ 2 La Leemos fa 

120, 141-412 /3. 121. 30 cm. 122. 7 13, 2 S se $ 


a<f, 124, Hagan uso de la semejanza de los triángulos ABC y ADD. 
125. Tracen la cuerda APICD y empleen ol que AC=PD. 126. Designen 


M 





Pig. 168 Fig. 169 





OA=0B=R, L AOM=a (Sig. 108) y expresen con ayuda del teorema de los 
cosenos AM del triángulo OAM y BM del triángulo BOM. 127. ES y Dem. 


Demuestren que ZBAC=90. Tracen une tangente interior común. 
e. L (6-3 VID, 6 VI-V7-2). Hagan 0,8=x y apliquen al 
triángulo 0048 el teorema de los cosenos para O¿B (fig. 109). 


129, 2/5 ((6—a)cosd—aj?. Designen O,K=x (fig. 170). Tracen OP || AB 
y del triángulo 0,0,P, en el que 4.0,0,P=a, expresen zcona, b y %. 


Vai a)9 
485. 36, ae y 108 490, 2 IUCEEZO O y7, 30 y 48 cm. 
Va db cos y 


138, 12n cm. 139. 3/5 cm. 140. arccos vi 14t.. 








Dan y 
- 3 YT" 
o, 13, Si 2, aero IE, arcos E y 
7 b 
u—2arecos AX, 144. Empleando' las fórmulas pm =E 





=22, transformen la fracción = a la forma ELÍESUAZA pág adolan 
te, hagan uso de que sen 24 =% Y (sen AFcos AJA. 145. Demuestren que el 
ortocentro es simétrico a cierto punto de la circunferencia con relación al Jado 
del triángulo. 146. Construyan en 4 M el punto K de forma que MK = BM 
y demuestren que los triángulos ABK y BMC son iguales. 17 Empleen la 
afirmación del problema anterior, 148, Desíguen el radio de la circuferencia 
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conR, LACK=u y LKCB==B. Doacuerdo con el tooroma de los cosenos oxpre- 
sen A Es KC, AB y KB con R. a y 6, 149. Hallen la rolación entro las fracciones 
en el primer miembro de la igualdad y las cotangentes do los ángulos del trián- 
gulo. 150. Sea la circunferencia circunscrita al triángulo ABC, el punto M 
se ha tomado en el arco 48, MK L AC, MF 1 AB y MD 1, BC. Haciendo 
uso de que a los cuadriláteros MA KF y MFBD 'so puedon circunscribir ciroun- 
ferencios, demuestren que ZAFK = ZDFB. 151, Circunscriban wna circun- 
ferencia al triángulo A8C y continúen la biscotriz CD hasta su intersección con 
la circunferencia en cl punto P. Empleen la semejanza de los triángulos BCD 





Fig. 170 Fig. 171 


y ACP y, además, el que BD-AD =-CD-DP. 152. Demuestren que LABH = 
= ZOBC (fig. 171), A continuación, hagan uso de la semejanza de los trián- 
los ABC y BDE (D y E son las bases de las alturas) y la semejanza de los trián- 


gulos 874 y BDK. 153. (3 4 1/3) om. Empleen el hecho de que CD-A4D = 
= BD* y apliquen el teorema de los cosenos al triángulo BAD. 


3RY/! ETT —k— 
154. 2, 155. 120%. 456. 2artg VERTE, 


VITEDFT —k—1 
ETE AS 


2 
a—2arotg . 157. arccos y . 159. 12 cm. 1 60, + 
161. 2/3,4V3 y 6 cm. 162, VaTFabp0. 16. 2 cm. 164, 2/8 cm. 
165. 2 y 3 om. 166. 30%, 30 y 420%, 167, a(u—P=y). L2bsny_ 


Y3 vi sen (PH y 
ER 


169. 30%, 30” y 12 y 7 cm. 170. 35 > cm, Determinen el tipo del 


trióngulo, 171. «y3 . Sea Mel centroido, CM y DE se intersccan en el 
punto P, Hagan uso do que MP-PC = PE-DP. 172, a? + b* = 2c?. Emploen 
el resultado del anterior proble, y hagan uso de lo fórmula para calor 
Ja mediava m, con ayuda del lado dol trlámgulo. 173. 2 y 4 cm. Hagan uso de 
que el perímetro dol triángulo BD no deponde del la elocción del punto do 
tangencia y apliquen el teorema do los cosonos al triángulo BDE, 474. 8 cm. 
Demuestren quo los triángulos DEC y ABC son somojantes, entonces, DE = 
= EC =15 cm. Hagan uso de que el centro de la circunferencia yace en el punto 
de intersocción de ÁD con la perpendicular trazada a DE por su punto medio 
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y, además de que son 4 = 13.175. P->:ctg P. Hagan uso de que el dlámetro de 
la circunferencia es el segmento BH (47 es el ortocentro) y de que 81 = 20 K 
Quénso el ejemplo 8 del $2), dondo el puato O es el centro de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC y OK, la perpendicular del punto O a AC. 


VAT 
ar, 10 Dom, 119, VEREDA 9 0, 20 
ds El ps E 


k—1 ki 
181. arccos ——, narecos A ap 
183. a) Supongamos que una do las diagonales: forma 
con los lados los ángulos e Bi y 6. Expresen a, d y 
£, m, dí y d, con el radio de la circunforencia y los ángu- 
loser BY y 8 sogún ol teorema de los senos. 184. Sen 
uo las alturas BD, Af y CE se cortan en el punto 
IT. Habiendo circunscrito una circunferencia al 
cuadrilátero AEHD, demuestren que 40 «CD =CE x 
X_CH == ab.cos C. Por analogía, demuestren que 
BD-Bl =accos B, AF-Al[= be cos A y, a continua 
ción, apliquen el teorema de los cosonos a cada uno de 
los lados a, d y e. 185. 15 y 20 em. Circunsoriban una 
circunferencia al triángulo dado. 186, 17 cm, Aplí- 
quen el teorema de Pitágoras al triángulo OXM (big. Fig. 172 
172). 187. 2 y 2 cm. Hagan uso de que el perímetro del 
triángulo APQ no depende de la elección del punto 
de tangencia y apliquen ol teorema de los cosenos al triángulo APQ. 
ETAEZI d 
188, arcsen E VHE si kV. Designen el radio de la circun- 
ferencia inscrita con r, el ángudo del trapecio con =. Expresen con r y = los 
Jados del trapecio, la diagonal y, a continuación, el radio de la circunferencia 
inscrita, 189. 2 /4tgYa +3. Demuestren Ey EM es la mediana del triángulo 


tga 
CED y, llo, EM=-=3 CD. 190. —__—— . 
pia 2 0: a 











Demuestren que EM 


1] 
LAB. 191. ve Demuestren que son Z. (4-+B) <0. Esto quiere decir que 
los roctas AD y BC se cortan en el punto K que yace n la izquierda de AB 
(tig. 173), en tanto que la circunferencia de la que hablamos está inscrita en 


el teldogilo KCD. Hallen los ángulos del triángulo ODC. 193. 12 YB om. 
sena 





Le 
194, 273 om. 195. VIO om. 19. (YT-0. 1%. Fora 
a 
IMA Pa 2 4 
198. NEAL 199. FRVE Ea 7 Roos a 
FF > 
son 213 ) 
a 
4RYB sa 7 
Ln A YE 
200. —=—2. 201. E W3coa+ VIF50a. 202. E 
203. 3 cm. 20, qu 205, 4sent cos. 200, 00 a. 
-4y3 aVi+r—V ina ya 3 
207. ? s4Y2 em. 208. VU 3+r ya Enya ¿> Y 0.200. qx 
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a 2. a D a a 
xo (EE) 210. 0 A AR os Ge 
4sena cost =37 

212. Sea que las circunferencias circunscritas a los triángulos ADM y BDK 


se intersecan en el punto P. Haciendo uso de que Z.DAM-+Z DPM=480" 
[o] 


A 
A 


Fig. 173 


K 


Y LDBK 4 L DPI = 180" dermuestron que 4 MCK + 4 MPK=480*, 248. 120". 
'xpresen el radío de la circunferencia inscrita, que es el elemento de referencia, 
con los elementos lineales conocidos y Z A0B=2z de dos triángulos: O,PH' 
y O,MB, donde P es el punto medio de KH, M, el punto medio de 4B. 








244. R 4—+ cost L—cos F) si a>-E. Expresen OC con R y a 
z E 3 p! 
lo 
B 
A D MP 
Fig. 175 


Fig. 174 


y apliquen el teorema de los cosenos al triángulo ODC (fig. 474) en el que 
OD=R, CD==, L 0CD=150. 245. 2118 F (1-6). Apliquen el too- 


sema de los cosenos al trióngulo A00,, donde los puntos O y O, son los cen- 
VIE — da 








tros de las circunferencias. 216. 1g? 7 
A 


Véanse las indicaciones al anterior problema. 
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sen (pco —V GT sen $ —2r on 3) 

2 2 

añ. = E. qiablan ad cenas 
cost Á 





del ángulo 040, y apliquen el teorema de los cosenos al triángulo 040, (los 


.—2 Y be 
puntos -0' y O, son 1os:coniros delas cireuñferencias). 218. YE E ER 
Hogan uso de que AMI AC-AB, (fig. 475) y do que AM=AD+DM, 

—a! 


210. DE= Mo, REA. Hogan uso de que 0C%=0D-0E, 
Apliquen los teoremas de los senos y cosenos a los triángulos OEC, ODC 
y CED. 223, 960 cma, 224. 0) 9 em D) 9 om; 0) 12 om 225, A cm. 

a e e 
20. 7 (0+2V2. 227. se YE 228. Has) si 1<94<VZ 


229. mi cos olga, 20. men P (Y A=mTSRTP + m cos $). 





La—v1 

















3 te 
son (a — $) 2 V3 cos 0.-+ son ee 
A cosas p: 22 sen + 283. a) a EY » 
24 
Law! 
sen(a—=p)_. EE A La +5) 
DD ozmeary: 9 EICASO 284. Tab 
9v3 


x VISA F0, 285. 236. Expresen los lados del triángulo 
con R y los ángulos A, B y C (según el teorema de los senos) y demugstren 





que sen A sen BsenC<-7 . 287. ab V3. Expresen el área del triángulo con 


dos procedimientos: con la fórmula de Horon y con S=pr. 238, (V3+ 
+V3;)". Introduzcan las designaciones: BQ=zx, CQ==y y hagan uso de que 


Lane a (Ed? E + —. 230. (V37+V3,+ V 3;)2. Véanse las indi 


caciones al anterior problema. 240. 7. Determinen el tipo del triángulo. 


241. 200 cm, Sean AK y CM las perpendilulares a la tangente, BD la altura 
del ia ABC. De la semejanza de los triángulos ABD y BMC establer- 


can que [y =$ y de la semejanza de los triángulos AKB y BDC, que 


be 

e. 242 riera: Paciendo uso de que SosP=SmD5+ 
+S mer HS mpr, OXpresen Spe con m, n y k y los senos de los ángulos del 
triángulo 480. Á continuación, los senos de los ángulos del triángulo ABC 
sean expresados con su Área y sus lados. 243, 2.cos 0cos $ cos y. Haoien- 
do uso de que los triángulos AC y BFD con somejantes (véaso ol ejemplo 11, 
$ 3), establezcan que FD = b cos P; por analogía, DE <= ccos y. Habiendo 
hecho uso de que ZABE = ZFDA = LADE = LFCA (vóaso ol ejemplo 
3 del $ 4), expresen el ángulo FD.E con ayuda del ángulo BAC. 





244. E Introduzcan las designaciones AC==b, BC=a. Aplicando el 
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Aoc e oe] cosenos a los triángulos ABC, ACD, BCD obtenemos el sistema: 
A orqan zo, 245. 3VE. Vénse las indicaciones al anterior problema. 
246. pa em?, Véase cl ejemplo 5 del $ 4. 247. 210 cm”. Sean OP 1 AC 


(OP=40 cm), BH, la altura del triángulo ABC y OK 1, BH. Del triángulo 
BHD hallen Bl/==20 cm. Entonces, en el triángulo OBX BK=10 cm, 
2 OBK=2 BDII; de este triángulo hallen el radio de la circunferencia y 
a continuación, AP, AC y, según la fórmula CD-AD=BD*% hallen CD. 


29. CORSA 50, 0%. 251. 195 cm. 252, 48 cm%, 259. E. 
254. 147 cm”. 255. 120 om? 256. 1476 cm?, 257. 336 cm?. 258. 168 om?. 


250. 25V3 cm?. 260. 150 cm”. 261. $ (00) tg. 202. 2A%s0n2a Xx 
4 son ED ¿09 2 É 





2 Pd 
XsonT a. 263. EETO . 264. ZE senf-cos (ay). 265. Tra 
con la altura DI! y hagan coincidir el punto M con el punto 11.260; (a-+/%. 
Demuestren que Saon=Scop y hagan uso de que ae ==> 
267. 20 cm*. Las rectas dividen el rombo en 9 partes de las cuales 4 son triángu- 
los. Designen el árca del triángulo pequeño con x, muestren que el área del 
cuadrilátero, adyacente al lado, es Igual a dz y expresen el área del triángulo 








ABN con el área del rombo, 268. EEN Véase el ejemplo 7 del $ 3, 
269. 70 em?. Hagan uso de que zao» Fe. 270. 40 em?, Designen KD== 


=x, P, M son los puntos de tangencia de la circunferencia con AD y AB; 
Haciendo nso de que PD2=CD-KD, expresen con zlos segmentos PD, OP 
y MK. 274. 20; 40,4. Introduzcan las designaciones: B=zx, BC: Ly 
Z ABM=a. Apliquen 'cl teorema de los cosenos para AM (en el triángulo 
ABM) y CM (en el triángulo BMC) y, a continuación, hagan uso de la fór- 


mula senta-pcosta=4. 272, 48420. 223. 000, cun. 24, 2at ra 
215. ho. 276. 280(VIP1) emi. 217, (8139. 278. 77 > 





279. 11 cm?, Introduzcan las designaciones: BFP'=x, AF=2x, BK= tr 
y comparen las áreas de los triángulos BKF y ABC. 280. 7235. 





—n). 282. so. 283. a) 49 va—-x 
b ES Ll et 
A A 6VI—=x. 285. 7 (1—2). 


r > A al 212 
286. 2) 7 (1-4V30 VI: » REA-2V) (4-0 0) FX 





m2 
x0VI—=r). 281. notersna). 280. EE. 20, sor (VI4+H=)- 


290. pa eva. a. UA > GHVT.. 292. Demuestren que 


CDi=AC-BC. 293. cg BP —sen $ cos (2a-+B)- Hogan uso de que la 
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y nar 
cirounferencia pasa por el punto C, 294. Hz (etg a+ = +) y don= 


de a La “estrella'* es la diferencia entre el n-gono, con los vértices en 
Jos contros de: los círculos, y Jós n sectores. 205. ¿Iguacayp (etga a — 
Y, 295 ar (Ae 


— 72), donde am E, Véase la' tadicación para cl añterior problema, 


L 
2ab cos y 











30, 75m 30 2 Y eg 0) pi ES 
CIONMIVITEYN a 
304. y Enatamcoo pt 305. Vea mo 306. arotg —_qg— + 


a TAS. 
sor. VAENAROPRY 08, 420%, YE cm. 309. HE mn 


sen a 
310. Introduzcan los designacion 
a y d según la fórmula do Heron 





besa-+d, emadj-2d, expresen el área S con 

“continuación, hagan uso de las fórmu- 

do ET 
ls R=F> .—. 34, V + . Sea que la altura del trapecio 
se divido con el segmento s, sobre el que so habla en el problema, on les par- 
EL ad ab 

tes » y hh (e> 1). Entonces HEEE (1) y ET + 
De este sistema hallenz. 312. 144 cm. Hagan uso de la semejanza de los 
triéngulos AKD y CKM, donde K es el punto de intersección de AM y CD. 
313. 4,5 cim. Vénse el ejemplo 11 del $ 3. 314. 24 om, Véase el ejemplo 11 


y 
del $ 3. 345. 4 cm. Vénse el ejemplo 4 del $ 4. 316. A 


Introduzcan las designaciones: AC==, AB=y. Expresen conx e y el área del 
triángulo ABC. Demuestren que z E. 317. 8,25 cm. Hallen el radio de 
la circunferencia circunscrita y hagan uso de la afirmación en el ejemplo 8 


8y3 $e me 
del $2. 318. yA EVI y 10//3 cm. Domuestron que as b; 04:13:45 

















PE 
2 008373 
140009 + 
introduzcan el parámetro auxiliar AC=0, entonces BC=3b. Hagan uso del 


7 An 
método de áreas: Saco+Spca=S4cx + xucn: 320. a+ vn. Véase el 
33412 Y0 
AR 


e introduzcan las designaciones: a=4z, b=13x, c=15z. 349. 





ejemplo 13 del $ 4. 324. +. Vóaso el ejemplo 43 del $ 4,323. Los 


triángulos A,B,C, y POR son simótricos con relación al punto M. 324, Anali- 
con la simetría con respecto al punto medio de aquol lado, cuya longitud es 
incógnita, ontonces el triángulo, en el que las longitudes de los Íados son igua- 


les a a, d y 2m, puedo sor construido; 2 < m < LE dondo m es la 





longitud de la mediana. 325, Establezcan que el punto de intersección de las 
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medianas del triángulo es ol contro de simetría quo traspasa ol triángulo ABC_0 
triángulo construido. 326. Consideren la simetría con relación al punto P. 
327. Hagan uso de que el punto de intersección de las diagonales del paralelo- 

“amo es su centro de simetría, 328. Tracen una recta por el centro de simetría 

el paralelogramo. 329. Hagan uso de, que el centro do la circunferencia es asi- 
mismo su centro de simetria y con la simetría central, las correspondientes 
rectas son paralelas. 330, El centro de la circunferencia es también el centro 
de simotría del hexágono. 331. Establezcan que el punto O de intersección de las 
diagonales AD y BÉ es el centro de simetría del hexógono ABCDEF. Después, 
Sacoa =3Sa Oar Sa cor = Sa or) Sa zOA=Sa ODE; — Sulan- 


do estas igualdados, tórmino por término, obtenemos: Sa ace ==7 SancoEr. 


332. Son el punto A” simétrico al punto A con rela 
ción al punto M (fig. 176). Entonces, el ángulo BXA" 
es conocido (X es el punto de intersección de la rec- 
ta BX con la recta 1). Do aquí so desprenda la construc 
ción: on el segmento 4'B, donde A” = Zw(A), cons- 
truyan el segmento que contiene ol ángulo igual 
a 180%—a, K es el punto do intersocción del aróo dlol 
segmento [. El problema tiene dos solucionos. 333. La 
recta m buscada pasa por los puntos simétricos con 
tolación al punto M y que pertenecen a los lados dol 
ángulo ABC. Para demostrar oste hecho establezcan 
que el área dol triángulo cortado por cierta recta l, 
que contiene el punto M y distinta de la recta m, es 
mayor que el área del triángalo cortado por larevia 
mm. 334. Hagan uso de la simetría, cuyo centro coincide 
con el centro de la circunferencia, 335. El punto medio 
Fig. 176 del lado BC, es decir, el punto M, es el centro de si- 
motría del paralelogramo 8XCY (fig. 177). Por ello. 
la transformación que traspasa z a y, es una simetría con relación al centro M 
o bien, lo que'es lo mismo, la homotecia 47, con centro en M y con la razón 
li =-—1. Como XY ="AZ, AZ =2MY. Por lo tanto, la transformación 
Lo traspasa Ya Z es la homolecía M1, con centro S en el punto de intersección 
[olas rectas ZY y 4 M y con la razón h,== 2. La composición de estas homotecías 
H.o H, es cierta homotecia 1 con la razón k = k,-ky = — 2. Hallemos el 
cehtro O. Como 11,(M)=M, HI (M)= 12 (ADS (MM) = HH, (M1) = A. Do modo que 
DA = -— 20M. Esto gue decir que O es el punto de intersección de las media» 
nas dol triángulo ABC, Así, pues, la trans- 
formación x=» z es una homolecia con centro 
on el punto de intersección de las modianas del 
trléngulo ABC con la razón k= — 2. 336. a) Sea 
ABCD el paralelogramo buscado inscrito on ol 
cuadrilátero dado LMNK, el punto O es el 
contro de simetría del ' paralelogramo, los 
puntos B y D pertenecen, respectivamente, a 
MN y KL Úig, 178). Es evidonte que 4 esol 
punto do intorgección de OML y la imagon do 
ML con la simotría con rolación al centro O, 
en tanto que € es la intersección de MK y la Fig. 177 
imagen de MZ con la simetría con centro O. 
Sea que el punto A pertenece a LM y B, a MN. 
Como T¿(4)=B y7D)= €, Ces el punto de intersección de KM y la 
imagon'de ML, OBSERVACIÓN. En este problema se supone que los vértices del 
paralelogramo buscado pueden pertenecer a los lados dol cuadrilátero o a sus con- 
tinuaciones. 337. Designemos: BC = a, AC= b y, entonces, según el plante- 
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amiento, a > 5. Detengámonos en dos procedimentos para resolver ol problema, 
I procedimiénto. Construyamos el punto D simétricamento al punto C con rela- 
ción al punto medio M del lado AB Je unamos el punto D con el vértice A 
(fig, 479). El trióngulo 402 construido sa simétrico al ABCM con relación al 
punto M, por lo que AD-= BC:= a y LBCM = LADM = P. Obtonemos el 
triángulo ACD que contiene los ángulos a y PB que nos interesan, con la parti- 
<ularidad de que los 1ados AD y AC, opuestos a ellos, son igualos a 4 y b; respecti- 
vamente. De acuerdo con el planteamiento a> b, por lo qué > $. 71 procedimien- 





Fig. 178 Fig. 179 


to, Unan el punto medio £ del lado AC con el punto M. Se forma el triángulo 
CEM conloslados EM = L, CE = 2. Los ángulos del triángulo CEM, opuestos 


a dichos lados, son iguales a a: y $, respectivamente. Esto se demuestra con faci- 
lidad empleando la propiedad de la línea media de un triángulo. 338, a) To- 
men un vértice en el ejo de simetría, otros dos no en el eje y construyan los simé- 
tricos a ellos; b) el pentágono que tiene dos ejes de simetría es regular. 339. Hagan 
uso de la simetría axial que traspasa una recta a la otra. 340. Construyan la 
imagen del lado menor con la simetría respecto de la bisectri del ángulo opuesto 
al lado dado. 341. Después de aplicar la simetría con relación a la perpendicular 
media, trazada al tercer lado, el problema se reduce a la construcción de un 
triángulo conociendo dos fados y el úngulo comprendido 

entro ellos. 343. Véase la fig. 180. 344. La demostra- ñ 

ción se puede realizar partiendo de lo contrario. Si B 

la recta en la que yace la diagonal del pentágono 
es su ejo de simetría, en él yacen dos y sólo dos vér- 
ticos dol polígono (ya que el pentágono es convexo), 
Los tros vértices restantes deben distribuirse en igual 
número por cada uno de los semiplanos con límite 2. 
Pero, para tres vértices esto es imposible. Esto sig- 
nifica que tal pentágono no existe. 345, La solución es 
análoga a la del probloma anterior. 346. Construyan D 
un triángulo auxiliar de acuerdo con los dos lados 

conocidos y el ángulo entre ellos, 4 «continuación 

hagan uso de la simetría con relación a la perpen: 
medía al torcer lado. El ángulo se toma bien el dado 

o bien el adyacente a 6l. 347, Vénse la indicación al problema 346, 348. a) Cons- 
truyan cualquier diámetro de una circunferencia y el diámetro, perpendicular 
al priruero de la otra circunforencia; b) continúen el diámetro 48 de la cirona- 
Iorencia menor hasta su intersección con Ja circunlerencía mayor en el punto, C. 
Construyan los ejes de simetría do los segmentos AC y BC. 349: La composición 
de las simetrías axiales Sy o Szo S, os una simotría con el eje Liy SpoSgo SpX 
Xx (4)=4, por lo tanto, S1 (4)=A, os decir, A pertenece aL, Construyan li 
recta l tomando en consideración que Lío. 6) = ¿4h D. Cualquier punto de 
recta 1 puede servir de vértice A. 350. Tracen por el centro de 'la circunferencia 
tres rectas perpendiculares a las dadas. Hagan uso del rosultado del proble- 
ma 349. 351. Supongamos que la recta DI corta la recta CÓ en el punto 41” 
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y que C' es dinmetralmento opuesto a C (Mig. 481). Los rayos CH y CO son 
simétricos con relación a CM, por consiguiente, CD: CM = CH: CC'= 
= CH :CC'=2R 005 C:2 == c0s C. 352. Si OM , ON ) OP mu y, 
00 = Í, g=Sio 5,0 SqoSp os un movimiento idéntico, ya que 9 (0) = 0; 
o(A) = A. Por lo tanto, Sqo Sp = S, 051 o bien Z(p, 9) = dl, r). 353, Con- 
sideren la composición $ 2 $10 5,0 5, o Sp, donde p, q, r y [Son rectas quo 
contienen las bísectrices de los ángulos de los cuadriláteros. Como 5 (4D) == 
= AD, 5(0) =0, $ es una transformación idéntica y Sqo Sp = S,0S1; osto 
quiero docir que Z(p, a) = Z(l, r). Do este modo, 2C0D + LA0B = 180% 
(fig. 182), 350. Designomos las bases dol trapecio con BC y AD, el ejo do sime- 
Uría con L. Entonces, $1 (4) =D, $1 (8) = C, $1 (AB) = DC. Esto significa 
que Sy (48) = DC, S; (AC) DB. Poro ol punto de intersección de la rec- 
ta y do su imagen con la simotría axial pertonecen al ejo. Por ello, el punto do 











Fig. 182 


intersección de las rectas AB y DC portenece a 1 y el punto de intersección de los 
segmentos BC y AC pertenece asimismo a 1. 357, Sea el punto O el centro de una 
circunferencia, AB y CD, cuerdas paralelas de dicha circunferencia, M, cl punto 
medio de la cuerda 4B, N el punto medio de la cuerda CD. Como 40 = OB 
y AM= ME, OM es ol eje de simetría de los puntos A y B, de donde se despren- 
do que O 1, 48. Por analogía, ON es el eje do simotría de los puntos € y D 
y ON 1 CD. "Teniendo en cuenta que AB l¡ CD, obtenemos: OM | ON y, por 
ello, OM = ON. 358. Sea O el centro de lo circunferencia F, y O, 61 de las cir- 
cuntorencias Fa y Fy: Las clrcunlorencias £, y Fa se intersecan en, los pantos 4 
y B, en tanto quo E, y Fa, en los puntos C y D. Entonces, OO, es el ojo de sime- 
iría'de la figura constituida por la intersección do las circunferencias FF. 
y Fa. 359. Sea M cl punto común de las cireunferencias dadas W1, 3, Wy 4, 4 
€ con los sogundos puntos de intersección ws Y 03, W9 Y 01, (0, Y Os. Analicomos 
Ja composición de tres simetrías axiales Saray Sup» Saro 9UO es una simetría con 
ejo MO, dondp-0, os el centro de la circunferencia (Wa. Si el punto P és día- 
metralmente opuesto al punto M en cy, en tal caso Sara (P) = O, Syn (0) = 
Ry Sic (8) == P, con la particularidad de quo PA 40, 08 = Bl: RC = 
== Cp. Por consiguiente, AB, BC, CA son los líneas modías en e) triángulo POR 
y, por esta razón, la circunferencia ciromnscrita o) triángulo AC tieno ol mismo 
radio quo la circunferencia circunscrita úl triángulo QA 1. 360. Véaso la solución 
del problema:359. 361. Sea 4 ol punto dado, l, la rocta dada y AOL l. Es fácil 
advertir que el lugar geométrico /' buscado es simótrico con relación a la recta 
AO y, por ello, es suficionte sólo considerar el semiplano a la derecha de 40, 
incluida la propia recta AO. Al lugar geométrico F' pertenece, por lo visto, el 
punto XK (K pertenece a 40) tal que AX = 2 KO. Por el punto K trazamos la 
tocta mparolola a 1. Supongamos quo el punto M os el contro del triángulo regular 
ABG y vaco más arriba que la rocta m, 4D os la altura de A4:4BC, Como los ángu 
los AOB y ADB son rectos, los puntos O y D yacen en la circunferencia de díá. 
metro AB y, por ello, ZA0D = ZABD = 60". Pero, los triángulos OAD 
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y K4M son somojantes (sus lados homólogos son proporcionales), de modo que 
LA KM = 60%. Si punto Mi ynos por debajo de la recta m, por analogía, Obto- 
memos que ZAK 120% Bs fácil cerciorarso de lo contrario: todo punto M. 
tal que ZA KM sea igual a 60*.o bién a 120” pertenoce al -lugar geométrico F” 
buscado.. Definitivamente obtenemos que el lugar geométrico F son dos rectas 
que pasan por el punto X bajo ángulos de 60* y 120* hacía la recta 40 o bien 
Najo "ángulos de 30>'y 150 hacia la recta dada d,lo que es lo mismo. 362. Supon 
gamos que A es el pundo dado, £, la recta dada, A”, un punto simótrico a A con 
relación a ?, m, una recta que pása por A” y que es paralela a 1. Es fácil ver que el 
lugar geométrico de puntos F buscado es simétrico con relación a la recta AA” 
y, por ollo, sólo podemos examinar el somiplano situado a la derecha de dicha 
recta (omitiendo ésta). Sean C un punto perteneciente al lugar geómótrico F 
uo yaco más arriba de la recta m, B, ol segundo vértico del triángulo regular 
ABC. Entonces, la circunferencia de radio AB, con centro en el punto; pasa 

or los puntos A, A” y C. Do inmediato de aquí se deduce que LAA'C == 30", 

lero, si el punto C yace por debajo do la recta, LAA'C = 150%. También os 
evidente que en la recta m al lugar geométrico P'sólo pertoneco el punto A'. Do 
este modo, los puntos del lugar geométrico F, situados a la derecha de AA” del 
semiplano, yacen en dos rayos que salen del punto A” y que con 44” forman los 
ángulos do 30? y 150", Domuestron quo este par do rayos es la mitad derecha del 
conjunto F' de puntos buscado. Definitivamonto obtenemos: el lugar geométrico /' 
son dos rectas que pasan por el punto A” bajo ángulos de 30? y 156" hacia AA” 
o bíon, lo que es lo mismo, bajo ángulos de 60* y 120? hacia la recta dada l. 
363, Construyan el punto M' correspondiento a M al girar alrededor de O a un 
ángulo de 90”. La distancia desde el punto O hasta M'N os igual a la mitad de 
la longitud. del lado del cuadrado. 364. Construyan la imagor de una de las 
circunferencias al girar a 60*, siendo su centro:el punto O. El punto de intersección 
de la segunda de las circunferencias dadas con la construida es el segundo 
vértice del tna: 365. Construyan la cuerda de la circunferencia de longi- 
tud prefijada y de la circunferencia concéntrica a la dada, que pasa por el punto 
dado. Consideren el giro en torno al centro de las circunferoncias con el que al 
punto dado corresponde ol punto de intersección de la cuerda y la circunferon- 
cia construidas. 366. El giro alrededor del centro de un triángulo a un ángulo de 


120? traslada Ma N,NaP,Pa mM MN = Yi a 3. 367. El giro en torno al cua- 
drado a un ángulo de 90” traslada PaQ,QaR,RaS,SaD; ro=1D, 
370. Los segmentos AD y A£ pueden sor trazados con ayuda de dos procedimientos 
En uno do los casos no se cumplen las condiciones del problema. En el otro, 
existo una circunferencia que pasu por los puntos B, C, D, E (su centro yace en 
el eje de simetría 1 de la «mariposa» DEABC). 371, Sean O el punto de intersec- 
ción de las. diagonales AC y BC del cuadrado ABCD, MN y KL, la intersección 
del cuadrado con las rectas dadas (los puntos M, N, K y L pertenecen a los lados 
AB, CD, BC y AD del cuadrado, respectivamente). Entonces; AY” (4B) = 
= AD. La imagen del punto M será un punto M' tal del segmento AD que 
LMOM' = 90%, os decir, el punto L. Por analogía, RP?” (NV) = K. Por consi- 
guiente, RÍ” (MN) = KL y, por ello, MN = KL. 372.. Para demostrar la 
igualdad de los segmentos hay que hallor el movimiento con el que uno do los 
segmentos pasa al otro. Como el ángulo ontre las rectas, a las que pertenecen 
los moncionados segmentos, es iguala 60”, es natural considerar el giro en tocna 
al punto O. Tomando en consideración que el giro alrededor del punto O a 420" 
traslada el triángulo a sí mismo, llegamos a la conveniencia de examinar el giro 
alrededor del punto O a 120”. Con el giro quo examinamos ol punto A pasa al 
B, BalC,CalA, ABa BC,BCaCA,CA a AB. El punto £, perteneciente 
a AC, pasará al punto M que pertenece a AB (fig. 183); el punto F, perlencciento 
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a AB, pasará al punto N, perteneciente a BC (LEOM = 120, RON = 120”). 
Por consiguiente, EF pasará a MN. Esto significa que EF = MN. 378, Sea 
el APKL el buscado (fig. 184). Entonces, los puntos A y L so hallan a igual 
distancia del punto P, pertenecen a las rectas a y b, respoctivaiento, y se «Ven» 
desde P bajo un Angulo de.60*. Como el punto £ es a imagon del punto 4 al girar 
alrededor del punto P a 60*, él pertenece a la imagen de la recta a durante el 
mencionado giro (es decir, L es el punto común de la rocta a” = RÉY” (a) y de 
la recta 3). El. punto X es la preimagen del punto L. Si b == RH” (a), el proble- 
ma tiene va número infinito de soluciones. En los demás casos el problema 
tieno no más do dos soluciones, ya que la recta 3 tieno no más de un punto de 
intersección con la recta a” y no más de un punto de intersección con la recta 
a” = Pz00*(q). 374. La perpendicularidad de dos rectas estará domostrada si 
trasladamos una do ellas a la otra mediante el giro a 90%, Analizando las condí- 
ciones del problema, advertimos quo los puntos M y B se encuentran a iguales 








ES 
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Fig. 183 Pig. 184 





distancias del punto A y ZMAB = 90". Análogamente, AC = AP y LCAP= 
== 90%. Esto quiero decir, que el giro en torno al punto A a 90” en sentido 
horario traslada el punto M al B y el punto C al P. 375, Considoran el giro del 
plano alrededor del punto M al ángulo de 90”. 376. Analicemos la composición de 
dos giros: REY" y REO. Obtenemos la traslación 74c. Con esta traslación el 


punto D pasa a P, con la particularidad de que DF = AC. Pero, LPDE = 45 


e 
B M e A 
[e 
A N D s N : 
Fig. 185 Fig. 186 


y, por ello, asimismo el ángulo buscado es igual a 45”. 378, Sea TaglB) - e, 


E, el punto medio del segmento AB”. Por los puntos A, B, C, D tracen rectas 
paralélas a BE. 379, Sea BC [| AD. Examinen la imagen de la diagonal AC 
duranto la traslación Tag: 380. Sea BC [| AD. Consideren las imágenes de los 
segmentos AB y CD con las traslaciones 7yzz y T¿zy» Demuestron que la bisoc- 
triz del ángulo del triángulo obtenido es, simultáneamente, su mediana (fig. 185). 
381. Analicomos la traslación 7:¿. Habiendo construido para el punto K el 


correspondiente punto L, obtenemos: AX | CL. 4KCL = 90” y, por consi- 
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guiente, ZAKC = 90”, 382, Mediante la traslación del lado lateral en el sentido 
y a la distancia determinados por.la base del trapecio, obtendrán un triángulo. 
Calculen la altura del triángulo, 383. Adviertan ¡que la suma de Jas distanciós 
desde los vértices opuestos del paralelo ramo OABC hasta cualquier recta son 
iguales, ya que dichas sumas son iguales al doblo de la distancia desdo el punto 
de intersección de lus diagonales hasta la mencionada recta. 384, Construyan 
una circunferencia auxiliar igual a la dada, es rgana a ella y pasa por el pun- 
to M (fig. 186). Noten quo 00, = 2R, MO, = R, 386. Sean las bases del trape- 
elu ABCD AD y BC, M, el punto medio del segmento BC, N, el punto medio del 
segmento AD.'Con la traslación paralela 7'pyy el punto 8 pasará a M, A a Ayo 
Con la traslación paralela Zag ol punto C” pasará al punto M, Da D,. Enton- 
cos, AIN = AN — AA; == UN BM (1), WD, = ND— D¡D = ND— MC 
(21: Sumando las iguaidades (1) y (2), obtenemos: AN E ND, == AN + ND — 
—(BM-+ MC)=AD.—BC. Pero, AN + ND, = AyD;, lo que significa que 
41D, ='AD — BC (3). Como AJN = ND;, MN os la mediana del triángulo 


rectángulo formado AMD; Por esta razón, MN == 5 AN + ND,. Toniendo 





on cuenta la igualdad (3), obtenemos: MN == 44D, =$ (AD — BC). 
387. Designemos los vértices del trapecio con A. 8. C, D (AC=13 cm, BD=20cm, 
AD + BC = 24 cm). Entonces, Sage = 3 (4D + BC)h, donde h es la altura 
del trapocio. Examinemos la traslación paralela 7pg. Con esta traslación el 
punto 8 pasará al punto C, Da D”, El área del triángulo 4CD” es igual a FAD'n 


Pero, AD' = AD + DD” = AD -+ BC, por ello, asimismo, el área del trape- 
cio ABCD es igual a la del triángulo CD. 388, Designemos los centros de las 
circunferencias dadas con O, y Oz. Entonces, la traslación paralela 7 traslada 
la cireunferencia con centro O, a la circunferencia con centro 04. Gon esta tras- 
lación el punto A pasará al punto C, mientras que el punto B al D. Por lo tanto 
AC= BD = 0/0, =d. ado: Supongamos que el cuadrilátero ABCD buscado 
está construido (fig. 187). Realicemos la traslación paralela Tk del lado DA 
y la traslación paralela 7, del lado C8. Ahora, del punto N salen tres segmen= 


1os NA,, NM, NB, de longitud conocida, Es fácil mostror que M es el punto 
medio del segmento 4,B,. En electo, las longitudes de los segmentos 44, y 84, 














son Iguales a 5 DC y estos segmentosson paralelos a DC. Por esta razón, cl cua 


drilátoro A,4.8,B es un paralelogramo. M es el punto medio de su diagonal AB. 
Por ello, M4 pertenece a la diagonal 4,8, y es $u punto medio, Así, pues, en el 
“ANAyB, son conocidos los lados NA, NB, y la mediana comprendida entre 
ellos. Con el fin de construir esto triángulo, morquemos el punto N, simétrico 
uN con relación a M. Es ovidente que 4,N, = NB. El triángulo NA, puede 
ser construido por sus tres lados conocid: NA, = DA, AÑ, = NB, == CB 
y NN, = 2 NM. Ahora construyamos el cuadrilátoro, Con el punto M/'dividi- 
inos ol segmento NN, en dos segmontos iguales. Construimos el punto Ay simé- 
trico al punto A, respecto a M. Con sus tres lados construimos los triángulos 
A,MA y BMD, Yrosladando el segmento AA, con ayuda de la traslación 7; 


y el segmento 33, con la traslación de Ty» Obtonomos los cuatro vértices del 


cuadrilátoro ABCD. Es fácil mostrar la vnicidad de Ja solución, 391. Considero> 
10s el caso goneral: el triangulo ABC es irregular y, por lo tonto, los Juntos O, 17, 

















M son distintos. La homotecia con centro en M y razón k=— 3 traslada el 
triángulo ABC al triángulo A'B'C”, cuyos vértices son los puntos medios de los 
1/2 15-0290 
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lados del triángulo dado. Los correpondientes lados de dichos triángulos son 
paralelos, Las alturas 441, BB, CC; del triángulo ABC pasan a las alturas * 
A'A, B'B¡, C'C; del triángulo A'B'C* con la particularidad de que A'Ai, B'B; 
y 6'Cr son perpendiculares a los lados del triángulo 4 BC tenzadas por,sus pun: 
tos medios. Esto significa que ol punto 47 de intorsccción de las alturas dol trián- 
gulo pasa, con la homotecia indicada, al centro O de la circunferencia circuns- 





Fig. 187 Fig. 188 
orita al triángulo ABC. De aquí se desprendo que los puntos Micentro de homo- 
tecia), H y O iaa correspondientes en Ja homotecia) yacen en una misma recta 
y MO= — MH, de donde OM = hmm. Si el triángulo ABC es regular, 
0 = M= H y la recta do Euler es indeterminada, 392. Sea el segmento ED. el 





buscado, es decir, KM : MD: (tig. 188). Entoncos la homotecia Mp2 tras- 
ladará el punto D al punto K. Como D pertenece a BC, K pertenecerá a BC”, 








Fig.189 


1 
dondo B'C'==H,12(80). Por lo tanto, K es ol punto de intersccción entro HA 
y B'C*. Habiendo construido elspunto X, hallamos en BC ol punto D que es 
la:preimagen del punto K con la homotecia Mp2. '393. Circunferoncias tan- 
'entos en el punto M son homotecias con relación a dicho punto. Analicemos 
la homotecia con la que y pasa a 0, Esta homotecia traslada ol punto A al € 
(lig. 189) y ol punto 8 al D. Hociendo uso, de las propiedades do la homotecia, 
obtenemos AB [| CD, 394. Sea M el punto do tangoncia de las circunferencias w> 
con centro en O y radio r y w, con centro en O, y radio r,, a, la secanto que corta 
las circunforencias por segunda vez en los puntos A y 4, (fig. 190). Es necesa: 
rio demostrar que 0,4, 104; Examinomos la homotecia ar que traslada ol 
punto O al O,. Con semojante homotecia la recta a pasa a símisma, ya que pasa 
por el centro, inientras que la circunferencia ( pasa a w1. El punto A' perteneci 

le a la intersección do a y «», pasa a un punto portenocionte a la intersección 
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a y oy, pero distinto de M1. es detir'al punto A,. Como 0,4, es la imagen del seg- 
mento" OA con la homotocia, dichos segmentos son paralelos. 395. Designemos 
los puntos de intersección X de las rectas MP y NQ, Y de las rectas MR y NS, 
Z de las rectas PR y QS. Es fácil de advertir que la composición de las homote- 
cias AGP y HP os la homotecia HQ PojrH8 P que significa la ho- 
'motecia con el centro en X, que traslada el punto M al'?. Pero, sida composición 





tel 
o (AS 
dl LAETA $ 
2 Y 
M, y / 
D e D 
Fig. 191 Fig. 192 


de dos homotecias es una homotecia, los centros de las tres homotecias perteno- 
cen a una misma recta, es decir, Y perteneco a ZX . La segunda parto del problema 
se resuelve por analogía. 306. Consideren la homotecia 7, que traslada la cir- 
cunferencia o a la w,. Los puntos M y N pasarán, con 
esta homotecia, a los puntos Ni, Py, (W, es el punto 
de intersección: de la circunferencia «con la recta 
AN, P,, el punto de intersección de la circunferencia 
« con "la recta AP). Entonces, la recta N,Py, como 
imagen de la recta AP, con la'homotecia es paralela 
a ella, Debido a paralelismo do las rectas MQ y 
MP, los arcos MN, y QP, son iguales, por lo que 
también lo son los ángulos inscritos MÁN, y QAP,, 
correspondientes a ellos, es decir, Z MAN =Z.QAD. 
397, Sea el punto M el 'extremo común de los Segmen- 








MM, _ MM, 





ña .:»=2. Mostremos que ¿=== =. 
A 

— MMM 4 Ma My 

A A AE 


MM, 4 , O. arar » 
AE TEO 0 Pxaminemos HGP% AAA) = Mo HO (A)=M a, 


etc. "Tomando en consideración que la imagen de wma recta con la 
homotecia es wna recta, obtenemos que los puntos My, Ma, My eto. 
pertenecen a una misma recta, 413. Sea que Ba corta "08 da el punto O 
(fig. 191). Entonces, OD=a«04, 0C=x0B. Según el planteamiento, AN || CM, 
de aquí UM =f0A, ON=P0C. Por consiguiente, OD= 50M, TUi=-X0B, 
lo que significa, que DN MB. 415. K es el punto medio de la cuerda AC, 
por ello DR ==> (DA+-0C) (fig. 192). L es el punto medio de la cuerda BD, 





45. 
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por lo que DZ=-L- (08+0D), Di =-<3 (0d + 054 0040D). Do nquís 








TM=0M TL = y (0A+00). De oste modo, DK=EM y, por consiguiente, 
el cuadrilátero OKML es un paralelogramo. 416, Sea CC, la mediana del 





triángulo ABC, entonces TO, (CA4- CB), 170 1= 17 A+TB |. Como 
TA y CE no son colincalos, | TA4+CB1<| CA (+1 TE |. De aquí CC,< 
<+ (CA+-CB). 447, Sabemos que MA+-MB4-MC=0, de aquí OM +x 
x (OA+0B+00), O es un punto arbitrario en el plano. Como los vectores 


DA, 0B, OC no son colincales, 107 1<-+ (1041 4+10B1 + 1001), de 





Pig. 194 


donde OM <-H (04403+00). 418. De acuerdo con el planteamiento ABCD 
y AB¡C,D, son paralelogramos, por lo que AC, =AB,+AD, y AC=AB+ 
HAD (fig. 193). «Sustrayamos de la primora igualdad vectorial la segunda; 
AC,—AC=AB, AB +-AD,—AD y, por lo tanto, 27, =BB,+ DD), de donde 


CC, < BB,-+ DD. 419. Sean Ao, Ba Cp y Do los puntos medios de los segmentos 
Aki, BB,, 00, DD, respectivamente (fig. 494, a). Entonces, para el. punto 


arbitrario O del plano DAy=-$ (7414-71), 0By => (08+03;), 08, $x 
X(0T40C), DD, =L(0D+0D). De aquí, A7By=08,—04,=4 (0B— 
—DA+ 08,04) == (AB4 AB), DE7=00, —DDy=-+ (0 —0D4-D0,- 














— 0D)» (DG 4D). Según 01 plonteamiento ABCD y A4B,C1D, son paralo- 
logramos y, por ello, AB=DC y AyB,=D;C,, por consiguiente, AoBy= DC, y 
el euadrildtero4p8,C,D, os un paralologramo. Los casos particulares de disposición 
mutua do los paralelogramos dados se exponen on la fig. 194 b, c. 220, Sea 
AP _BQ_CR_DS_ $ a 

PETER RRA Y O, el punto arbitrario en el plano. zp =ks 


0P—04 





TA+-k0B 


de donde FA 


=k, lo que significa que DP = 





. Por analogía, 


0B—0P 
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DE-+-K0T a ICA OD 5g_ OD+KOA 

pr OE O ESOO US > 

Pó=3F. En efecto, PG 00 DP => ¿q (08 — DA) + yq 000 
4 k 

a == 

+ (0D-04= e DA Pero AB=DC y BC=AD, 


De Es fácil advertir que 








A PAR A 
3% = OR — 05 == ¡(00 — 0D) + 





por ollo, PO=8K y, por consiguinte, PORS es un parelelogramo. 
421, Designemos los puntos do intersección do las modianas de los triángulos 
ABC y ArB1C, con G y Gi, respectivamonto. Sean AGI|B¡C1, BGI[ALC1 y 
CG AsB,. Entonces, según_el planteamiento, TA=A(6,B,8,C,), GB= 
=11 (6,0; —Gr4i), GC=y (Gx A 6181). _Sumando, - término_por término, 
estas igualdades, obtenemos; CAL GB+GC= Ar (+ GB A y) + 
+01C,(4—M. Pero, GA-+-GB+0C=0 y, por ello, GA (y 1) 818, ( 
=y+ GO (M—»=0. Por otro lado, GA, + GB, + 6,0, = 

















De aquí, hallamos que A=y=/t. Así, pues, + (CA=0B) = 7,41 +0,B— 


—28,0,=3(6,44+0,B))=-—3G,C1, 0 sea, + Fin 3005, de 


ondo se desprende que BAN G¡Ci, 422, Sean 44, By, Ci y D, los puntos de 
intersección de las medianas de los triángulos 80D, CDA, DAB, ABC, respecti- 


vamente; di=+ (0B+0C4-0D), OB, =1 (0C4-0D+-04), 0C,= ho0b+ 
+04 + 0B), DD, HF 04 + DE +08) (1). Si M y My som, 
respectivamente, los puntos de intersección de las 











incas medias de los cuadrilá- 
teros ABCD y A¡B,C,D,, 0-1 + 0B + 0€ + 0D). Tomando en 





consideración la igualdad (1), obtenemos: DM, = él TOA + DE +06 + 0D), 


lo que demuestra que My =M. 423. Sca R el punto medio de MZ y esté dado que 
a 1 OR (fig. 195). P. e). demostremos que en_tal caso c [1 08, donde £ es el 


punto modio de NP, Tenemos: 0P = mOL, ON = 10M, NP [1 OR, os decir, 
“ON = k (OM + OL). Pongamos en esta última igualdad los valores de 

MOL — nOM == kOM + ROL, os decir, . (m—%) UD = 
= (k-+ n) OM. Como los vectoros UL y OM no_son colineales, m — o 
k+n=0, 0 sem, m=k, n= —k. Entonces, 0P = kOL; ON = — k0M. 
Analicemos el veotor (ON + 0P), colineal a DE, UN + 0P =-— kOM + 
+ OL = k (OL — OM) == ÉML. Por consiguiente, OZ || ML. Por analogía, 
podemos también demostrar la indicada propiedad para otras rectas, 424. Supon: 




















gamos que las rectas m, yl, se cortan on el punto X (fig. 196). Demostremos que 
KC ln. KT, = 30, SK, 
1 





| FR TA A 








+ DK = 43584430 4574 — H384 58 = 0088 4-7 Ta + 





+3 50. Por oo lado TR = 32) + BzAy + AGR =Í3 + q30 + $34 — 
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+50. Entonces, m3 






-4 6 + 35 + 50) =— $ 5Ú, debido a 


lo cual KO, 11.5C, es decir, la recta n, pasa por el punto de intersección de las 





Fig. 195 Fig. 196 


sectas l, y m,. 425. Véase la solución dol problema 424. 426, Primero, demos- 
tremos que en cualquier cuadrilátero A7N ==] (CD+7A), dondo M y N 


son_los puntos medios de CB y DA, respectivamente, MN =MC+-CD+- DN, 
MN=MB+BA+AN. Después de sumar estas igualdados y teniendo en 


cuenta que ME+MB=0, DN + AN=0, obtenemos: MN =-=y (CD + BA). 





Sea que los vectores 2D y FA no son colincales, entonces MN <-F (CD + BA), 
lo que es fácil de demostrar haciendo uso de la propiedad de los lados del trián- 
gulo. Por consiguiente, CD || BA, es decir, el cuadrilátoro dado ABCD es un 
trapecio o paralelogramo. 427, A4,+BB,++CC,=0. Por ello, DA,— OA ++ 
+08, —0B ++ 0C,—0C=0, Si O es el punto de intersección de las medianas del 
triángulo ABC, DA+08+-0C=0, por consiguiento, también DÁ; «+- OB,+ 
++ 0P, == Ú. Do aquí so desprendo que O es el punto de intersección de las modia- 
nas del triángulo A,B,C,. 428. Td, = AzA + AC. Durante el giro a 90* 34 
pasará a TB, AC a BB, es decir, CA, pasará a CB + BB, == CBy, de donde se 
doduco que CAs L CBy y CA = CB. 429, Son D el punto medio de C,C; 
(lg. 197). TD=2- (20; ++ 00): Al girar a 90* los vectores UC, y 7CY pasarán 
a los vectores CA y —CB, respectivamente. Por lo tanto, durante esto giro la 
suma do los vectores TC, «+ TC; pasará al vector CA — CB, o sea, al vector BA. 
Por esto, (CC, + TCj) L BA, (CC, + TC, 1 = 18A1, de donde se duduce la 
afirmación del problema. 430. Demostremos que el vector PR se obtieno del 
vector 30 con el giro a 90? (fig. 198)50 ="SL + DK + K0o bien 50 = SL + 
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+ + (DC+A4B)+XK0. Hagamos girar a 90? cada uno de los vectores del segun- 


do miembro de la última igualdad. Entonces, S£ pasará á LD. 





aM, 





¿FAB 0 PH, KO :a 5 70. En tal caso, 50 pasará a $ 


+ $70 PÑ+G (AD + DO) dy TR EN NM + MR PR. Esto 
significa qué PR se obtior 


mediante el giro de 52 a 90%. Por lo tanto, PR L, 
Ci 





D, 








Cc B; 
D 
Cy 
A, 
As 
A B 
Fig. 197 
O A 
(MA + MB + MC). Tonomos: U= 
MD. 


del cuadrilátero MAUYV. 2) Smauy = Sxav + Suuv = 
b) Sauy Sara: Z Suar = SMAD E E De q » 
bl 'D D - » Así, pues, Di 

= 20R82, Son AL y BN das del APián MC punto de ia 


rap + Sar0D: 
d e a 





ingulo ABC y Mel punto 
torsocción de AZ y BX. En tal caso, RL=-=5- AB (1). A continuación, KE = 





= KM + VL (2). Do (1) y (2) so dosprendo que KM + Mi AB, de dondo 


2KM + 2ML = AB,_poro, AM 4- MB = AB lo que signitica que ¿KM > 
+2ML= AM + MB _o bien_(4M-— 2ML) + (MB — 2KM) =Ú. Los 
vectores AM — 2ML y MB — 2KM son colineales a los voctores AL y BK, 
respectivamente, por ello AM—2ML = Uy MB — 2KM 0, 08 decir, AM = 
=2ML y MB = 2KM, lo que quiero decir que 2 y rr =2. 
433. Anto todo demóstremos que los puntos M, N y B pertenecen a una misma 
recta. Con este fin hay que demostrar que los vectores ¡ZN y NB son colineales. 


MA = MA + AÑ; MA =D4; AN =-- (45 + 1D); MN LD + 
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1 1 A 4 E = 
+5 4B-3DA B += DA =>37 (SABY DA); NB=NA + AB 
1-4 1D AD= 1D 4 DA. VB GABADA), lo que 


significa que NB ", por consiguiente, los vectores NB y MN son colinea- 
les. El punto N divido el segmento MB on la razón 1 : 5, 434. En el lenguajo 


vectorial, el requisito del problema consiste en demostrar el hecho de que MO = 


= ON, donde O es el punto de intersección de los cenas: cuyos extremos son 
los puntos medios de los lados opuestos del cuadrilátero ABCD, en tanto que 


M y N son los puntos medios de las diagonales BD y AC. MO =' MP + PO, 
pero ATP = E DA, lo que quiero decir que WO=-F- DA 4 FO(1). A continua- 








ción, ON == DR + RN, RN=- DA, por consiguionto DN= 3; DA+OF (2. 


Comparando (1) y (2) y tomando en consideración que PO = OÍ, obtenemos: 
MO = UN. 135. Si los segmentos 4,4, Y B,8, yacen en las rectas paralelas a l4, 





B, 
8, fu E 
4, 
A c 
Fig. 199 Fig. 200 


enel caso cuando 4,4¿=,B, hay un número infinito de soluciones: es suliciento 
tomar en la recta cuaJquier segmento C,C; tal que €,C¿ = A7A7. Pero si los seg- 
mentos dados son tales que 4,4, »* B,Bz, es evidente que los puntos C,, Cz 
requeridos no existen. 'Ahoro, para mayor corteza, supongamos que A,4, no es 
paralelo a 1 y sea A, el punto de intersección de Jas rectas 4,4, y l,- En la recta 
BB, construimos dos puntos M y Ma tales que 8,8, : BaM == AyÁ,: Arda 
y designomos con Ba aquol de ellos pata el que se cumple la condición: si” Ay 
yace entre los otros dos puntos en la recta 4,4 y, ontonces B, yace entre los otras 
dos puntos en la recta 4,84. Ahora unamos los puntos 2, y 41 y Mracemos por 
los puntos B, y By rectas poralelas a AB; sus puntos Cy y Ca do intersocción 


CC, _ BiBa Ay 
con la recta ¿son los buscados. En efecto, Ka a E y de donde 
con ayuda de la proporción deducida, tenemos: A iz Entonces, 

ES 
Jos ángulos AyCiAs y A3Cada son iguales como los ángulos correspondientes de 
los triángulos semejantes 4,04 Y A2C ¿4 a, do modo quo A,C, | 44Ca. 436. Con= 
sideremos la solución de este problema según el método vectorial (fig. 190). 
Según la propiedad de la suma de vectores reprosentados con una quebrada ce- 
rrada, tenemos: Ay A + ByB, + EC, + TsCi+ Cita + AnA, =Ó. Haciendo 
uso de las propiedades asociativa y conmutativa de la suma de vectores, obtene- 
mos: BB + 0404 A, A 184 507 + Cid) =0. Como 4B,= 
= AB, B;C,= BC, T,A, == CA y AB+BC4CA =0, la suma de vecto- 
res entre paréntesis es asimismo igual al vector mulo, Per esta razón, 2¿B, + 
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4950, + 541 =0 pero, entonces, “B,B, == C,C¿—ArA,. Está, claro, que 
<ualquiera de ls tres vectores dados puede" sor ropresentado como la diferencia 
de los otros dos. Si estos vectores: no son colineales el triángulo requerido existe. 
Pero dos de los tres vectores dados no pueden ser colineales, ya quo entonces el 
tercero será colineal a ellos (como la suma de dos vectores colineales). No obstante, 
es posible el caso cuando los tres vectores son colineales. En efecto, si tomamos 
como el vértice 4, p. ej., del tercer paralelogramo cualquier punto do la recta 
paralela a C,Cy, en_este caso obtenemos (fig. 200): B4B, = B4B > BB, = 
DA + TC = (Arda + As) 4 CC, A CC) (ds ot CO) + (AA 
HTC) = ArAr + C¿Co) Así, pues B¿0, = ÁJAy + T,Cp, es decir, el triángulo 
requerido no existo. Do aste modo, la construc” 
ción do este triángulo sólo es posible cuando los 
Vectores, que corresponden a los segmentos indi- 
<ados en el planteamiento, no son colineales. 
Examinemos la “solución” del anterior pro 
bloma (acerca de la posibilidad de la construc 
ción del triángulo) según el método de la tras- 
Jación paralela. Sean no colincales los vectores 
EiBa, CiCs Ay. Roalicomos la traslación 
paralola 727 Mol triángulo CC,Ca (fig. 201). 
Entonces, CC, pasará a ABy, CC, a AÁs y 
€sC, a daba. En electo, BB, 1 CC, y BB = Pig. 201 
= CCy, ABy 11 B2B, y AB, = BoB,. De ncuer- 
do cón' la transítividad” de las relaciones 
de paralelelismo e igualdad, tenemos: CC, [| AB, y CC¿ = ABa. Pero entonces, 
CC, pasará a AB, Realizando la traslación paralola 77 del triángulo 83,8, 


definitivamente obtenemos: Ba pasará a Ay, By a Ba, Ca Ba, Ca Az y; de 
este modo, el A44,B,A7 tendrá los lados iguales a los segmentos Bab C,Cy 


y A24,. 543, a) VE moy sagl ¿032 (140 É) V: e 


nf" 

















544, arccos E . 545. b+-= - 546. El valor mínimo es igua a 1, el máximo, a fig. 


547, La diagonal os la altura del triángulo. 548. 4/2 m. 549. 30 cm. 550. a) 
$000 cm?; b) 108 cm?. 551. XD=MD=5 cm; S=32 cm?. 552. a) 45 cm”; b) 36, 
125 om*.563, a), b) AC= BC. 554. a), b) El ángulo central del sector es iguala 2; 
aa E 

556. Hg". 556. La altura del rectángulo LEE 557, Em Y 5. 
558. I procedimiento. Sea que en el triángulo ABC esté dado AC == b, LB = f. 
Designon ZBAC = z, exproson AB y BC con b, 2 y $ y dupliquen la mediana, 
construyendo ol triángulo hasta un paralelogramo. 71 procedimiento (ggomátrico): 
Circunscriban una circunferencia al triángulo ABC y demuostron que la mediana 
BM de un triángulo arbitrario es menor (en el caso del ángulo obtuso, mayor) 

ue la mediana 4,M del triángulo isóscoles A.B,C. 550. Sean AP y CK. porpen- 

¡culares a 1; designen: 2.PHA == x. Después de los cálculos demuestran que 











S sE 
PB = BK.560. a) A b) 3 1/3 r?, Designen con la letra «la mitad del ángu- 


lo en la baso del triángulo, 564. ? emt. Sea PKME el trapecio inscrito, el pun- 
Lo E yace en BC, el punto M, en CD. Los triángulos PAK y ECM son semejan- 


tos. Habiendo hecho uso de esto, introduzcan las designaciones; CM = 2z, 
CE = 3z. 562. 100". Véase el ejemplo 4 del $ 7. 


100290 
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Capítulo 11 
631. 60". 032, 60% 633. 415% 35%. 634. 30% 635, 2arccos (254) 
636. ares. 637. orcson e 638. 90%. 639. arcsen ra + 640. 30% 
a YE, 64. src 642, AECA 643. arcsen Ye. 


54. orcsen LE, 045. arosoo LY. gg, yE 











Fig. 202 


vi 2/3 


E 0 2y3 
647. arcsen G—. 648. arcsen —g— «649, arcsen 14 ..650. arcsen (2%), 





Me 
651. q (2/3—V/2). 652. 60”, 653. El primer segmento forma con el segundo, 


tercero y cuarto segmentos ángulos de 120%, 90? y 60*, respectivamente; el segundo 
con el tercero y euarto segmentos, 120” y 90%; el tercero con el cuarto, 120%, Con 


Ss 


«a Cc 
UN 


A 





Fig. 203 Pig. 204 


el fin de hallar el ZAR,C, (Mg. 202), construyamos AD,, D,Cy y B,D1: Como 
AD, 11 B,C,, los puntos A, 41, Ca y D, Yacen en un mistuo plano. Por consiguien- 
6, ZABD, + 2bB,B,C,. Para hallar el ángulo entre las sectas 


te, LA . 
Ab, y C1by es posible emplear el paralolismo de las rectas CD, y BA1. 054. 45”. 
657. arcoos¿ 6. Sea CM la mediana del triángulo ABC (fig. 203). En el plano CEM 
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)] punto O, trazamos la recta OX [| CE. Entonces, LAOK es igual al ángulo 
Entro las rectas AD. y CE. Es posiblo hallar 2A0K calculando los lados del 
triángulo AOK, Como parámetro auxilior es conveniente tomar AB =a. 


658. arccos E T procedimiento. Sea CM la mediana dol triángulo ABC 


(fig. 204). 'Por el punto O en el plano CEM trozamos la recta OX | CE, Enton- 
ces, 2KOD es igual al ángulo ontre las rectos OD y CE. Es posible hallar el 
ángulo ROD calculando los lados del triángulo KOD. 1F procedimiento. Como 


Ss 


y D D A 
Fig. 205 Fig. 206 

ASLAC, ASLAB, ABLAC y AB=AC=AS, os posible 

un sistema cartesiano rectangular de coordenadas, haciendo 4. 


% Entonces, 0D DIH AD =ZFA 41D it 


TB+ BE =-— Fi+ J hy Ñ. 659. arccos (son ae son f-+ 003 a cos Bx 
1 
a 





X cos y). 660. 45% 60% 661. arccos. Jlaciendo DE=¡, DA = 5, DD,=l, 





hailamos que DP. =DA + AP =j +4% QT = D0+z TC, ++ ko 

V3 y 16 = 
662. arecos Lo, 603. arecos 20. 664, arctg /T. Enlacara SAB, porol pun- 
Lo M, trazamos MFI1SK (fig. 205). Entonces, el ángulo buscado es igual a 
LDME= kx. Maciendo AB = a (parámetro auxiliar), podemos hallar los 


lados FD y ME del triángulo DMF y, a continuación, tg x, 065, arotg VE, 








606, arccosf .067, arccos (3) . Por el punto D en el plano APQ trazamos la 
recto DR || AQ (fig. 206). Entonces, ZBDR es igual al ángulo entre los rayos DB 
y 40. Para determinar este ángulo es posiblo hallar los lados del triángulo BDR. 
Si tomamos como parámotro auxiliar BC == a, en el triángulo BDR DR = 
=0V2, BR=aV5,. El lado BD puedo hallarso del triángulo rectángulo 


BDM, dondo m3 ¿DM == 4) 





Obtenemos: BD=a Y? y, a continua- 





ción, según el teorema de los cosenos, hallamos 8DR.668. arccos ZO + Descom- 


poniendo los vectores BP y UL en los vectores 1 = DC, ] == 0D, RF = 03 
de la base rectangular cartesiana y, más adelante, hollamos el coseno del ángulo 
16* 
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entre los vectores BP y "OL. Es posible operar de otro modo, Por el punto O on 
el plano 58D trazamos la recta OM li BP. Entonces, ZLOM es igual al ángulo 
Butcado. Con el lin de detorminarlo hay que hallar los lados LM OL y OM del 
triángulo LOM y, seguidamente, aplicar el teorema delos” cosenos. 


069, arecos (| —)- Descomponer los vectores RE y ED por los vectores i= MA, 
J=7D y k= ME de la hase rectangular cartesina, donde M es el punto medio 


de la diagonal AC del cuadrado ABCD, 070, arecosÁ. 671. acocos (440). 


Por el punto $ en ol plano SZC trazamos la recta 111 8D y por el punto D, la recta 
m 11SB, Sea que las rectas 1 y m se cortan en el punto K. Entonces, ZKSO es 





Fig. 207 Fig. 208 


igual al ángulo buscado. Para determinar 4.KSO es preciso hallar Los lados KO, 
SK y SO del triángulo XS0 y, a continuación, aplicar el teorema de los cosenos. 











Y Ba? sen o sen. a 

672. arccos (senasonf). 073 4 Bom 0 pr 015. + 
aya . ab ah 

676. + SR; VE FSA. 678. q + 67. IÓ 


ETA 3 3 
680, a] LE os, YE og0, 2 YE, qa, E 


684. ybT—aicigra. 085. Y ZE Scm, V 13,5 em, /2,5 cm. Si cortamos la 
pirámide por las aristas SA, SB, SC, desarrollando las caras laterales, como 
$e muestra en la Mig. 207, abtonemos ol triángulo 5/SS””, En electo, como 
después del giro, ol ángulo so conserva, ¿A 29, ams Ca, y, por lo tanto, 
LI4 ZBACA L6= 180%, es decir, el punto A yace en ol lado 5/5”, De forma 
análoga, el punto 8 yace en el lado S'S””" y el punto C, en el lado 5%S””. En el 
triángulo S/S”S”" AB, AC y BC son las líneas medias y, por ello, los triángulos 
SAB, SBC, SAC y ABC son las representaciones de cuatro triángulos iguales, Dis- 
pongan, a continuación, la pirámide dada enun paralelepípedo, como se muestra 
en la fig. 208, y, después de demostrar que este paralclepípedo es rectangular, 
hallen lis distancias buscadas. 690. 60”, 691. 90". 692,43”. 693. arccos(ctg2 a). 
694. arccos (sen P cosa), donde "<a <90. 
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2V3 cos e — cos P cos 





695. — arcsen ( El sona) + 696. aj==arooos —— GA gon y y Bro 
Me a ae 
arocos 9805 CO8Y e arocos PE Y CO8CCO8B 697, arcson y/ EEE, 


ENCETES Son a Sem 


2 2V8 
698. aresen (| a ). 699. orosen (| Y sona). 700. arctg 20, Baja- 


mos del punto K da perpendicular XL al plano ABC y, después del. punto L 
la perpendicular 24 a Ja mediana 42 y unimos el punto AM cón el. punto K. 








a D 


c, Di De 


Fig. 209 





il ángulo KML será el ángulo lineal del diedro buscado. Con el fin de deter- 
minar Z KML es posible hallar los catetos KL y ML del triángulo rectán- 


ñ 
gulo KML. TOL. arctg . 102, arccosTL. 703, 2arotg (zh). 
v 35 sa 


704, 30% 60% 420%, 00?. 705. aretg (-F tg a). 706. arccos vV Ekz. 


TF3c0 a ps 
707. 2orosen (/ LESGA) 09, arcos // FREE. 700, 452, Dojo 
2 Ecos a p 


mos del punto £ la perpendicular EN al plano ABCD y, p continuación, del 
nto N la E ndicular NM a la recta FX. Unan los ¡puntos Ly N. 
¡1 ángulo LMN será el ángulo lineal del diedro buscado. Para determinar 
Z-LMN podemos hallar los cntetos LM y MN del trióngulo rectángulo LMN. 


180 
TH. arccos(—costa), 12 E, TNG arcos (eg - otga). 














714. arcsen (or 2 ctg a) 4 





75. lgr== 716, arecos 5. En el 





—cos (Lata) 
plano ABC,D,. por el punto 4, trezamos wa recta parelclo a BD, y desigo 
hamos con Dz un punto de intersección con la recta CD; (fig. 200). El ángulo 
CAD, será el buscado, Pura determinarlo, haciendo, p. ej., AB=a (parámotro 
auxillar), podríamos hallar los tados CD, AC y 4D, del triángulo CAD, 


y después, aplicar a éste el teorema de los cosenos, 717. arosós DES VA 
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R 3v2-2 58 

718. 45%, 719, arccos 2/32 - 720, arcson ya - Bajemos la perpendicular 
CP del punto C al Piso SAB. Entonces, el segmento DP será la proyección 
de CP en el plano SAB, y por lo tanto, ZCDP será el buscado. Con el fin 
de determinar 4.CDP es posible, haciendo AB=4 (parámetro auxiliar), hallar 








cuslesquiora dos lados del triángulo CDP. 121, nrocos 2; arocos Lo. 
722, osccos (HE). 723. org Y. Má ajo ams 5. 
ms. 218 VE a go o 

730. Fa 4 TL yt, me YM 





Pig. 210 Fig. 211 
2 y 2 y 15 
19, YE, 9 E BD-MK, donde MK. 





1 BD, La construcción MX 1 BD se puede realizar del modo siguiente 
(Mig. 240): 4) por el punto O enel plano SAC se traza OM [[SA; 2) "por el 
puuio Men el plano SAC se baja la perpendicular 2£N a 40; 3) del punto 
€ se baje la perpendicular CL y BD; 4) por el punto Al se traza, NACIO: 








5) se unen los puntos M y K. La longitud del segmo lar 
! 
del triángulo rectángulo MNXK. 736. ES 
ateos alg 25 V3 so 64H) z 
MA] 788 En a mt 190. 0. 


fs, 20H a y3 2my3 
xYaBFa, 74. Var Ue. asar) donde a cg a (o es 


2 Vv3 ey3 
E a 





asen? 2 cos Pp 
la arista lateral). 748, rip. 7: 


Es posible construir la sección requerida del modo siguiente (fig. 241): 
4) construyan la mediana CM del triángulo 44,C (cs evidente, que en tal, caso 
CM L 441) 2) hallen el punto O, de intersección de las rectas CM y 001 





Soluciones e indicaciones 239 








3) por el punto O, en el plano BB,D,D tracen la recta NX || BD; 4) el 
cuadrilátero CKMN'es la sección buscada. 


746. va (60% ax) sen (002) , donde 0" <a <45%. 747. 
ey EEE) o vio 2 (Y EEE, onde 


<H VB (1 es la altura de la pirámide). 748. 77 . Como ACmBC==a y ABo= 


=4V2 (fig. 212% ZACB=9" y on ol triángulo rectángulo 
SAC SC =aV3, mientras que en el Rao rectángulo SAB SB = 2a. 
Ye Construcción de a sección Tenuerida se puede tealicar 16 la Jorma siguleito? 
1) construir CD que es la mediana del Mirad ABC; 2) construir la recta K£L ij 
I'CD (es evidente que, entonces, AB 1 KL y SB 1 KL); 3) construir AP quo 
es la mediana del triángulo SAB; 4) por ol punto £ en ol plano SAR trazar la 
recta LN || AP; 5) desde el punto A on el plano SAC bajar la perpendicular AF: 
a la arista SC (para la construcción es posible hallar que CF: CS =1:3) 
6) por el punto N on el plano SEC se traza la recta NM || PE; 7) unan los puntos 


ES 
vá 

















M y K. El cundrilátero KLNM es lo socción buscada. 740. arctg-L2, 
75. arg vel a 752. aretg YE. 
w 
75. arccos(iga). 795. puro 760. 2 











759. Vb. 760. 11:12 





758. arotg sad 





1% sen? Za cos a 


Lis ENE 


== 763. 4disena Y/T0s a - 
A (63. 4d? sona Y/ 205 22 

_ AVE Hi son =p 
764. dt 1/3 sen 2f cos (45"—0). 705. 

















Vasa 
01 B M2 ctg ar son (459400) VIS cose 4 
766. pa 707, 28 
2003 $ 
760. 96 cm, 146 om, 48 cm, 288 cm, 770. VEDA 
E 
2/7 S sen 
Tie y —, vía, llena copa), 
E sm (542) cosa 
210% 609 BÉ cos (+4) cos + 
713. ma mM. 1+VZ. 
4 (1 sen a) Y son (a: 4-B) sen (a—P) 14-15 
715. e cm E, 
1+2sena. E 4 
ma m8. E o A 1 ecos + 
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7182. 203. 783. 2701 cm?, 78%.  2n(apo) VIT. 
e 
2nat cos . 
1 y Mi ERA A 781. ón, 


ses 
788 pen EN 


789. 4n: YT, 790. VE +1.701. 0214 V442V2) + 


q. Ta yl y 
702. 420, 109. (y37 +45) . 194, EENZ . Son 50 la altura de la 


pirámide (fig. 243). Del vértice S bajamos la perpendicular SM a la arista 


Ss 





Fig. 212 Fig. 213 


AB y la perpendicular SZ a la arista BC. A continuación, tracemos las reo- 
tas NO y LO y designemos con M y K sus puntos de intersección con los 
lados CD y AD, respectivamente. Entonces, 2 SNO=2 SL0=Z.S5M0= 
=L45K0=4, el ASON=/ SOL= A SOM =AÁSOK, es decir, ON=0L= 
=0M=0K y, por lo tanto el punto O es equidistante a los lados de la base, 


La 
de sen 201 009? 2 vz 
— A — 106, 2yE A+ VIFT20). 797. 2a?+20x 


A 
XV ITZA, 798. ab(Y/Z-+1). 799. 3 veces. 800. 7.  80l. 2otsenax 


795. 





naa 
xV sen dasen a. 802. abc Y 082% . 803. am, 80%. y TX 


xY os (Ep) cos (Eo) - 605. ELE m0. V3x 
3 


ya 3 12% sen 2oc sen as as 
xV racaa - 807. —¿—. 808, eu E) + 809. 
2.co8 E 
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x sen Y/ son (604) sen (003). sto. 2 y/. 

3 YB sen (E-.30*) sen (4—90*) 2. coses 

HA KQÑÁ 0 po Z—Ó 
cost E 

813, v= Via. Bl. ¿Esen2a gh. 

es ON ARE 806% A . 

817. qe VE 818. e. Bro. a 820. am. 


Buta 
> y 2 0 
821. 1:31. 822. Vr 823. a cost" tap. 





Bt. 








1 A 

82%. —StpV3so00 . 82%. 
m2 4 (75 

+3V2). 827. ms Y E 


aer 


382 oa 


Y cos Zu. 83%. 





AO a 148 

836. 79 UV2+V1). 887. <q» 838. t:4 830. —p—. 
840. 97:19. SAL. 25:47. 842. 4:47. 843. 7:20. 844. 7:47. 845. 13:23 
846, 7:29. 847. 8:37. 848. 1:14. 849. 3:5. 850. 


a SETE 
852. 5:24. 853. 22YR—=4. 85%. | ge, donde «<2R. 























855. —Fañetpatg2a, donde 90 <a< 112390, 890, aNE(Ljcost ap 
e 
10.0 (45) 
(Sy hi El 
+2 sen asen 20). 827. V a 858. ET 4 
a 
cor 
859. arccos (—$) . 800, 2arecos E 861. arccos (2-1). 862. 4: . 
cos 
m—n 2co9* 0 no 3 
863. 2 aresen: mo + 865. 60”, 866. aszaiga* 867. E 868. Y3:1. 


869. Zaretg-—=—". 870, ctg40”:ctg30":otg20%. 872. arg VZ. 





873. 2RY/ + sen] (fig. 216). Ya que SA=8SB=8C y LASB= 
=4.B50=L CSA=0, SABC es una pirámido triangular regular. Sen.SC=x, 
Entonces, CD==sen 3" z % BO aba son , AD= V3z sen 5 y AP=G AD= 
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=hyiÍ. 8. a 2 e 
3 2 a [ 48 
2 (son Fetg 7 +1) 
1 E ES VD 
816. ¿ne t5—8 V/2). 877. Hea—-V0. 878. e Sea que 


las dos esferas son tangentes a las caras que tienen el vértico común D 
(fig. 245). Entonces los puntos O, y Oj, que son los centros de dichas esle- 
ras, yacen en la diagonal B,D del cubo. Como la esfera mayor es tangente 





da 
a las boses superior e inferior, OM ==, ommmp= HE, Haciendo, 


para abreviar, O¿N=x=, de la semejanza de los triángulos O¿KD y OLD 
obtenemos que 0,K==V2 y, más adelante, O¿D=== Y/3. 879. Fova. 


880. $e (2412). 881. + a(3—V3). 882. a(3 /2-2V3). 


ñ 
883. a 2 R. 884. 17: 125. Sen que la esfera es tangente a la base superior 
del cubo en el punto 7 y a las aristas 48, BC, CD y DA de 
la baso inferior. Los puntos de tamgencia de la esfera com las aristas 
son los puntos medios de éstas. Consideremos la sección de la combinación do la 
esfera con el cubo con el plano 7P'Q, dondo P os ol punto medio de la arista AB; 
Q, el punto medio do la arista CD (fig, 216). Esta sección también pasa por ol 
centro de Ja'osfora, el punto O. Introduzcamos el parámotro auxiliar 07 = R 
y, para abreviar, hagamos la arista del cubo igual a z. Entonces del triángulo 


OMQ obtenemos que = =; R. Fuera del cubo se encuentran cinco segmentos 


esféricos: uno bajo la baso del cubo y cuatro (que son iguales) por los lados do 
las caras laterales del cubo. 885. 8 ; 1/X1, Consideremos la sección de la combi- 
nación de una esfera con un cubo con ol piano OS, que pasa por £ y $ quo son 
los puntos medios de dos aristas opuestas de la base del cubo y el punto 0, centro 
di la esfera (fig. 217). (P y Q son los puntos medios do dos aristas opuestas de la 
base inferior «ban quedado suspendidos», ya que el radio de la csfera 'es mayor 
que la mitad de la arista del cubo.) Introducimos un paráractro auxiliar, hacien= 
do'la arista del cubo igual a a. Entonces, MP = aV2. Seguidamente, analicen 
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; 1 mo 
los triángulos OKF y OMS. 886, F 1 (5/20). 887. — A 
V2 sen 2 cos 
EA PRBICAN 
xcos (45"—F-) 
388. Zarotg-F. 889, arosen 2; —arosen >. 890. 21%, sor, Y. 
T 
GATA 
SA 
Fig. 216 
2V3Htg TT 
893. PP A VE 
IE Dg 
A o . 1 
806, 1:45 9:7, 897, 20 —— > 808, 
Ey 


a 
s/n 
ral . 

xt (us) Vu. 900. tutuL. 901. 2/2 R? 0050 
x (sna+ 1 nHa V coa 


a 
ran 
base arccos ER, nda arista atera 20ratg Y// EE. 





903. En la arista de la 





costa). 902, 


48" cos z 





905. 1/2b5en 5 son (45 +) (fig. 248). Sea FL= 





PO ARCA 
sn (+ 
entonces también OL = 








. Del triángulo MK (en el que está insorita la cir» 
2 y dol triángulo SAO, 
40=0cos. En tal caso, AL=bc050—=z. Poro, AL=LK, o 500, bcosa— 








cunferencia que es la base del cilindro) LK 











2a+ PB 20—B 

" ó 

a 11 sn cos 3v3 

=p. 906, 2. 007. . Examincmos 
2 sent E 





la sección dol tetraedro con el plano que pasa por los vértices A, B y el punto 
medio F de la arista SC (lig. 219). En Aj triángulo ABF AB=a. “Entonces, 
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aranr= Yi, y YA. Como el triángulo ABF está inscrito en una 


circunferencia, O es el punto de intersccción de las perpendiculares a los pun- 
Fl 


tos medios de sus lados, De la semejanza de los triángulos FOM y FBD 
di J í3 
(Af es el punto medio del lado BF) obtenemos: HE=STDF " 908. 6 cm. 


Ss 





Fig. 218 Fig. 219 
AREA 0, 1= «Y3 a a 
Vga cos LY Bs e a+ VA 


minemos la sección diagonal del cubo. Ella será, además, la sección axíal del 


7) 
SS 


B P D A D 
Fig. 220 Fig. 221 








cono inscrito en el cubo (fig. 220) (el punto M no yace en la arista DD, ya 
que el cono no es tangente a las arislas del cubo). Es evidente que BBL 


BD=0VY 2, B¡D==0Y3, Sea PQ=x. Entonces, del triángulo rectángulo B,PQ 
teadremos B,Q==ctg-3 y de la semejanza de los triángulos DPQ y DBB, 


5/11 son (2a—B) sen P 
sen? a sent (a —P) 





PQ... DO re ya 
obtendremos BBD" gi. e a 912. 
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913. arceos Ya . Más E E (lig. 224). Como BC=B0,+0,0,+ 
a 


+00 + ma y AD=a, BC=AD, es decir, las circunferencias 

01 y 0; son tangentes a los Jados Interales del rectángulo. De la semejanza 

de los triángulos O,MP y O,MN se desprende que A de donde 
A 





0,M ==. Pero, OV=3, en tal caso L.0,MN=30* y, por lo tanto, si se 


construye la recta KN | BC y la recta PX || AB, en el triángulo PNK ZPNK= 

















2 

A 

P 

(0) 
Fig. 222 
=30”. A continuación, O,M=-E-, después PM= 215 y Mi=2 ya , osea 
PN ms a y del triángulo PKN KN=-%- y, más adelanto, Pk=" LE 
p9y5 Sas abe a db Y 2 sen 20 

95 o > 0 ( ab pack de ) via An (Aa 


a 

919. VawFi (fig. 222, a, b), Introduzcamos el parámetro auxiliar, haciendo 

PL=2a. Entonces, AB=a. Como el cuadrado PQML se enrolla en un cilindro, 

2H0P=2a, de dondo OP=-- y, por lo tanto, AB=2. AL envollar el 
aVv3 


cuadro la longitud del segmento CD no varía, o sen CO= LLL, A conti 
nuación, del triángulo CFD Cr VEA. 921, a) 1/2 cm; h) 6 cm. 


/8 A 
922. q. 923. 3/3 cm. 924, arctg 14 


928, 2 cm. 929. 3/3 cm”, 12 cm”. 932. RUI si RSH; 





. 925. arctg /2, 926. 8m. 


pene 
z 





si R>If. 
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3 Ya Pp 32 3P y 32 30 4 NM 
933. VEomor 2 2, e, e. 035. 20 y 3 





936. mete, donde » es la altura del cilindro, 7, la altura del cono. 


937. a) Y, D)RVZ 93%. a), d) 4%, 990, 948; b) 22, 940. RV3. 


dm DAVID o A, + 1 2yB 





946. 23 mo, 947, arctg (eos E V2(VEFD) . 948, no, Muda. 


99. sa 0%, 
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